3D-Computer-Animation

Wenn die Bilder

ewegte Bilder bestim-
men die Medienwelt.
Wihrend bis vor we-
nigen Jahren noch
handgezeichnete Cartoons
(»Tiny Toons“) allgegenwirtig
waren, sind es heute Compu-
ter-Tricks, die uns mit einer
Flut von bunten Bildern iiber-
schwemmen. Nicht nur die
Werbung hat lingst die Chan-
cen moderner Prisentation be-
griffen, auch das Kino bringt
rechnerunterstiitzt immer spek-
takuldrere Filme hervor — man
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denke an Terminator II oder In-
dependence Day.

Sogar der heimische PC bleibt
von dieser Bilderflut nicht ver-
schont. Nachdem heute kaum
noch Grafikkarten ohne Video-
beschleunigung, speziell fiir
Windows, auf den Markt kom-
men, wird es demnichst keine
Grafikkarte mehr ohne ,3D-Be-
schleunigung® geben. Viel-
leicht sind Sie ja sogar schon
Besitzer eines Video-Beschleu-
nigers, der Ihren Spielen
»Dampf macht*.

laufen lernen

Interessieren Sie sich nun auch
noch flirs Programmieren, so
steht der Entwicklung eigener
3D-Computer-Animationen
nichts mehr im Wege. Freilich,
es ist leichter gesagt als getan,
denn das Programmieren eige-
ner Animationen erforderte bis
vor kurzem gute Assembler-
Kenntnisse, da die Hochspra-
chen-Routinen nicht schnell ge-
nug waren, um komplexe 3D-
Animationen darstellen zu kén-
nen. Die 3D-Beschleuniger ha-
ben in dieser Beziehung aller-
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Grafik und Animation
auf dem heimischen
Rechner werden im-
mer erschwinglicher.
So sind moderne Vi-
deokarten fast aus-
schlieflich mit 3D-
Beschleunigern aus-
gestattet. Dieser Bei-
trag zeigt, wie Sie Ih-
re Grafik mit mathe-
matischen Verfahren
zum Leben erwecken
konnen.

hand gedndert. Alle Funktionen
zur Darstellung von dreidimen-
sionalen Objekten, die friiher
in handoptimierte Assembler-
routinen gepackt wurden, um
die nétige Geschwindigkeit zu
erlangen, sind heute in die Vi-
deokarte beziehungsweise ein
API des Betriebssystems einge-
baut.

M Keyframing

Eine weit verbreitete und von
jedem  Animationsprogramm




zur Verfiigung gestellte Anima-
tionstechnik ist das ,Keyfra-
ming“. Bei diesem Verfahren
gibt das Programm den Status
der Animation an verschiede-
nen Stiitzstellen (Keys) vor.
Der Computer berechnet dann
eigenstindig mit entsprechen-
den mathematischen Verfahren
(Interpolations- oder Approxi-
mationsverfahren) den Zustand
zwischen den einzelnen
»Keys“. Im Vergleich zum Her-
stellen eines Zeichentrickfilms
ist es also nicht nitig, fiir jedes
zu berechnende Bild den Ani-
mationszustand explizit anzu-
geben. Der Vorgang der Zwi-
schenwertberechnung wird
auch mit ,inbetweening® be-
zeichnet.

Um jedoch realistische Anima-
tionen zu erzeugen, wie zum
Beispiel die Bewegung eines
Menschen, ist es notig, Anima-
tionen mit sehr vielen ,Keys“
zu erzeugen. Ein Wert von fiinf
bis 15 Keys pro Sekunde ist
durchaus iiblich. Eine so hohe
Anzahl von Stiitzstellen ist er-
forderlich, da bei den meisten
Interpolationsverfahren kein di-
rekter Zusammenhang zwi-
schen den zu interpolierenden
Werten - wie etwa einer
menschlichen Bewegung und
dem Interpolationsverfahren -
besteht.

B Physikalische Gesetze

Ein anderer Ansatz, der diese
Probleme umgeht, ist ,physi-
cally based animation“. Dieses
Verfahren versucht, die Anima-
tion auf Grundlage von physi-
kalischen Gesetzen zu berech-
nen. Wie Sie sich vorstellen
konnen, sind die hierfiir not-
wendigen Berechnungen sehr
aufwendig. Insbesondere ent-
stehen Probleme dadurch, da
es sich meist nicht um Masse-
punkte, sondern um Korper
handelt.

Ein Beispiel hierfiir ist die ,ri-
gid body animation“, eine Ani-
mation von starren Korpern.
Diese Methode versucht, in ei-
ner virtuellen Computer-Welt
die Korper moglichst realistisch

im Rahmen der physikalischen
Gesetze zu simulieren. Dabei
miissen die Regeln nicht unbe-
dingt den physikalischen Ver-
hiltnissen auf der Erde entspre-
chen. So ist es zum Beispiel
durch Anpassen der Gravitati-
onsbeschleunigung  mdglich,
Verhiltnisse wie auf dem
Mond zu simulieren.

M Binder und Federn

Ein ,Rigid-body“-Animationssy-
stem kann Objekte miteinander
verkniipfen, etwa durch Bin-
der, Federn, Ddmpfer und star-
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meln fiir Massepunkte aus der
Physik weiter keine Probleme
bereitet.

Damit es nicht zu einem
Schnitt zwischen den Objekten
kommt, miissen Kollisionen
zwischen den Objekten beriick-
sichtigt werden. Uberdurch-
schnittlich grof ist der Rechen-
aufwand fiir Objekte, die nicht
aus Polygonen, sondern aus ge-
kriimmten Fldchen bestehen,
wie zum Beispiel Spline-Pat-
ches. Die Losungen lassen sich
meist nicht explizit darstellen
und miissen daher angendhert
werden.

Bild 1. Es gibt mehrere Darstellungen fiir eine Rotation in Eulerwinkeln

re Verbindungen. Eine realisti-
sche Objektbewegung ergibt
sich dann durch die auf die Ob-
jekte einwirkenden Krifte, wie
zum Beispiel Schwer-, Be-
schleunigungs- und Reibungs-
krifte. Je nach der zu simulie-
renden Umgebung beriicksich-
tigt das Animationssystem auch
duBere Einfliisse, wie beispiels-
weise den Luftwiderstand. Mit
Hilfe der physikalischen Bewe-
gungsgleichungen ldRt sich die
Bewegung eines Kérpers als Be-
wegung seines Schwerpunkts
berechnen. Von den Bewe-
gungsgleichungen aus gesehen,
hat man es also nur mit einem
Massepunkt zu tun, so daR das
Ubertragen von bekannten For-

Ein praktischer Ansatz ist es,
am Kollisionspunkt Federn ein-
zufiigen. Bei entsprechender
Wahl der Spannung und der Fe-
derkonstanten fiihrt dies zu
brauchbaren Resultaten. Pro-
bleme entstehen, wenn ein Ob-
jekt nicht in einem Punkt mit
einem anderem Objekt kolli-
diert, sondern wenn die ge-
meinsamen  Kollisionspunkte
eine Fliche bilden. Dies ist
zum Beispiel bei einem Wiirfel
der Fall, der senkrecht auf eine
Ebene fillt. Die Federtechnik
kann dazu fiihren, daf der
Wiirfel einen seitlichen Drall
erhidlt, den er eigentlich nicht
haben diirfte. Andere Modelle
versuchen  Naturphdnomene,

wie zum Beispiel Wind, Wol-
ken oder Wasserwellen zu si-
mulieren.

M Bewegungsmodelle

Es gibt spezielle Bewegungsmo-
delle, die das Animationspro-
gramm bei der Animation von
Tieren und Menschen unter-
stiitzen. So exisitieren neben
vergleichsweise einfachen Be-
wegungsmodellen fiir Wiirmer
und Schlangen auch kombinier-
te Bewegungs- und Verhaltens-
modelle, etwa fiir Fische.

Sehr komplex ist die Animation
von menschlichen Bewegun-
gen. Hier hat es in der letzten
Zeit sehr groBe Erfolge gege-
ben. So kann das 3D-Studio
MAX sogenannte ,BiPed-Plug-
in-Bewegungen“ von Zweibei-
nern durch Vorgabe ihrer FuB-
abdriicke erzeugen. Dies ge-
schieht durch Verwendung von
Techniken, wie sie auch die
»Rigid-body“-Animation  ver-
wendet, wie etwa Kollisionser-
kennung mit dem Boden und
Gleichgewichtsherechnungen

aufgrund von angreifenden
Kriften sowie biomechani-
schen Erkenntnissen {iber

menschliche Bewegungsabldu-
fe.

Insbesondere ist hier das ,Hu-
manoid“-System zu nennen.
Auf der Basis von Kollisionser-
kennung erlaubt Humanoid die
gleichzeitige Animation von
mehreren menschlichen Figu-
ren. Das System verfiigt iiber
verschiedene Animations-“Ge-
neratoren“, die Bewegungen
wie zum Beispiel Gehen oder
Greifen erzeugen. Neben den
Bewegungsgeneratoren  stellt
Humanoid auch Module fiir die
integrierte Erzeugung und rea-
listische Simulation und Ani-
mation von Hautoberflichen
zur Verfiigung.

Il Mathematischer
Hintergrund

Trotz seiner Probleme fiihrt das
»Keyframing“ bei geeigneter
Wahl des Interpolationsverfah-
rens zu beeindruckenden Er-
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gebnissen — die Vielzahl von
Implementationen sprechen fiir
sich. Und viel wichtiger: Die
Technik ist mit vergleichsweise
wenig Aufwand zu realisieren.
Fiir die mathematische Formu-
lierung der Bewegungen sollen
die zu bewegenden 3D-Objekte
aus Polygonen zusammenge-
setzt sein. Anstatt die Bewe-
gung jedes einzelnen Punkts
darzustellen, ist es giinstiger,
die Objekt-Animation beziiglich
des Objektschwerpunkts zu be-
schreiben. DaB es sich dabei
wirklich um den physikalischen
Schwerpunkt handelt, ist nicht
wichtig. Wichtig ist nur, daB
dieser ,Schwerpunkt“ der
Punkt ist, um den sich das Ob-
jekt dreht.

Mathematisch 148t sich Bewe-
gung als Kombination von
Translation (Positionsverinde-
rung), Rotation (Drehung), Ska-
lierung und Scherung (Deh-
nung) darstellen. Fiir die Ani-
mation von Korpern, die nicht
ihre physikalischen Abmessun-
gen &ndern, reichen Translati-
on und Rotation aus.

Um eine Keyframing-Animation
zu erstellen, ist es also notwen-
dig, zu entsprechenden Zeit-
punkten Translations- und Ro-
tationsvorgaben zu machen.
Ein  Programm  berechnet
Translation und Rotation fiir je-
den Zeitpunkt der Animation
einzeln und kombiniert den
entsprechenden Bewegungszu-
stand. Sie erhalten so eine Ani-
mation, die ihre Vorgabepunkte
durchlduft (interpoliert).

M Interpolation

Mathematisch handelt es sich
hierbei um ein Interpolations-
problem. Fiir die Translations-
interpolation 148t sich die In-
terpolationsfunktion als Kurve
im Raum veranschaulichen, die
die vorgegebenen Positions-
punkte interpoliert. Dieses In-
terpolationsproblem kann
durch verschiedene Ansitze
geldst werden.

Nehmen wir an, wir hitten
(n+1) Stiitzstellen (Keys) {t;,p;)
mit p;=(x;,y;,2;), wobei die
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den Zeitpunkt angeben, bei
dem unsere Objektbewegung
die Position p; annehmen soll.
Als Interpolationsfunktion su-
chen wir also eine Funktion
o(t), die die Bedingnung
o(t;)=p; (i=0,1..n) erfiillt. Diese
Funktion soll uns fiir jeden
Zeitpunkt te [to,t,] einen Punkt
im Raum liefern, der die Positi-
on des von uns animierten Ob-
jekts reprdsentieren soll.

Die einfachste Ldsung besteht
darin, alle Punkte durch Gera-
den zu verbinden. Die Glei-
chung fiir das i-te Geradenstiick
g;, das die Punkte p; und p;4
verbindet, entnehmen Sie For-
mel 1.

ay+aty +a,te +K +a,th =p,

ag +ayty +a,t2 +K +a,th =p,
M

ay+at, +a,t2 +K +a, t’ =p,

Es 14Bt sich zeigen, daB es ge-
nau ein Polynom gibt, das diese
Bedingung erfiillt. Die Lésung
des Gleichungssystems existiert
und ist eindeutig. Fiir (n+1)-
Punkte ist dies ein Polynom n-
ten Grades.

Bei der Berechnung mit dem
Computer ist es jedoch nicht
empfehlenswert, die Koeffizi-
enten ay...a, durch Losung des

t—t,

gi(t) =p;+

Lisr =

Das Ergebnis wire jedoch eine
sehr unnatiirliche Art der Be-
wegung: sehr ,zackig“. Sofern
die Simulation natfirliche und
keine roboterdhnlichen Bewe-
gungen ausfiihren soll, ist die
sogenannte ,lineare Interpolati-
on“ fiir die Interpolation von
Translationen ungeeignet.

Der ndchste Ansatz ist, anstatt
der Geraden die verschiedenen
Punkte durch ein Polynom zu
verbinden. Ein Polynom ist ei-
ne Funktion (Formel 2).

f(x)=ap+a;x+a,x2+...+a %0

»0* heiflt der ,,Grad“ des Poly-
noms. Sind (t,p;} die zu inter-
polierenden Punkte, dann wird
ein Polynom gesucht, das fiir
alle (n+1)-Punkte die Bedin-
gung f{t;)=p; (i=0,1...n) erfiilit.
Um das Interpolationspolynom
zu erhalten, ist es notwendig,
die Koeffizienten ay...a, zu be-
stimmen.

Ein naheliegender und rein ma-
thematischer Ansatz ist es, ein
Gleichungssystem mit den In-
terpolationsbedingungen aufzu-
stellen. Die benétigten Glei-
chungen sind in Formel 3 dar-
gestellt.

r (Pi+1 - Pi); te [tu t1+1]

Gleichungssystems zu bestim-
men, da dieses meist eine sehr

diente zum Bestimmen des
Verlaufs der in Lingsrichtung
verlaufenden Planken. Das
Prinzip des ,Strakens“ haben
sich die Mathematiker abge-
schaut und definierten einen
Spline als die Kurve, die durch
vorgegebene Punkte so ver
14uft, dafl die nétige Deformati-
onsenergie minimal ist. Die
Grundidee beschreibt die Kur-
ve nicht als Ganzes, sondern
stiickweise durch Polynome
niedrigen Grades. Die gesamte
Kurve ergibt sich dann durch
die Aneinanderreihung der ein-
zelnen Kurvenstiicke.
Mittlerweile gibt es eine Fiille
von Spline-Kurven. Wir wollen
uns speziell mit der Hermite-
oder Ferguson-Darstellung des
kubischen Splines beschiiftigen.
Ein Kurvenstiick wird dabei
durch ein Polynom dritten Gra-
des (kubische Funktion, des-
halb auch ,kubischer Spline“)
reprédsentiert (Formel 4).

si(t)= a,-(t—ti)3 + bi(t—ti)z rei(t—t)+d, teft,t,]

schlechte ,Kondition“ hat. Das
heiBt, es ist sehr anfillig gegen
Rundungsfehler und kann so-
mit zu numerischen Instabiliti-
ten fiihren. Besser ist es, das
Interpolationspolynom nach
den stabilen Verfahren von La-
grange oder Newton zu bestim-
men.

Die Interpolation durch Polyno-
me eignet sich leider nur fiir ei-
ne relativ kleine Anzahl von
Punkten (<10}. Da die Animati-
on von Objekten jedoch teil-
weise sehr viele Punkte erfor-
dert, um die gewiinschte natiir-
liche Bewegung zu erzeugen,
ist Interpolation mittels Polyno-
men fiir uns ungeeignet. Was
wir benétigen, sind Splines.

M Splines

Der Begriff ,Spline“ stammt
aus dem Schiffbau und bezeich-
net einen diinnen Stab, im
deutschen auch als ,Straklatte“
bezeichnet. Dieses Werkzeug

Damit es zu einem sauberen
Ubergang zwischen den ver-
schiedenen Kurvenstiicken
kommt, muf zusitzlich zur Po-
sition auch noch gefordert wer-
den, daB die ersten Ableitun-
gen (Steigungen im Punkt) in-
terpoliert werden. Dadurch er-
halten sie eine einmal stetig
differenzierbare Funktion, Das
bedeutet, daB sich die Ge-
schwindigkeit des animierten
Objekts nicht sprunghaft #n-
dert, sondern daB sich eine Ge-
schwindigkeitsénderung gleich-
miBig vollzieht. Ublicherweise
wird fiir andere Arten von Spli-
nes (etwa B-Splines) neben der
Stetigkeit der ersten Ableitung
auch die Stetigkeit der zweiten
Ableitung gefordert. Dann ver-
lguft auch die Beschleunigung
gleichméBig, ohne Spriinge.
Fiir unsere Zwecke reicht je-
doch die Stetigkeit der ersten
Ableitung aus. Die Gleichung
fiir unser Interpolationspoly-
nom s; zeigt Formel 5.



8;(t)=3a(t—t;)2+2b(t-t;)+c

Fir die zwei aufeinander fol-
genden Punkte p;,p;,; und ihre
ersten Ableitungen (Tangenten)
pi,Pi,; gilt es also, die Bedin-
gungen von Formel 6 zu erfiil-
len. At=t;,—t; sei dabei die
Linge des Zeitintervalls zwi-
schen der i-ten und (i+1)-ten
Stiitzstelle:

Nach ein wenig Rechnerei er-
hilt man die fehlenden Koeffi-
zienten a; und b; des Polynoms
(Formel 7).

L _Hpi-pi) 2pi-pl)

.'\t:" At,
2p-p) 2(p-Pi,
_b! _ [plti . pl}+ (p| i)l l)
At AL

Jetzt werden nur noch die er-
sten Ableitungen benétigt. Die-
se werden einfach als Mittel-
wert aus den beiden anliegen-
den Sekanten angenommen
(Formel 8).

3 3
Si+1(ti+1) =a;At; + DAt + AL +d; =pyy
) = 3aiAti2 +2bAt; + ¢

gibt sich fiir das Kurvenstiick s;
die gesamte Formel 10.

Kommen wir nun zum schwie-
rigsten Teil bei der Interpolati-

J—
- pi+1

on von Bewegungen, der Inter-
polation der Rotation. Ublicher-
weise  werden Rotationen
durch sogenannte ,Eulerwin-
kel“ beschrieben, die eine be-
liebige Rotation durch die hin-
tereinander ablaufende Aus-
fiihrung von drei Rotationen
um entsprechende orthogonale
(senkrecht aufeinander stehen-
de} Raumachsen beschreiben.
Im einfachsten und {iblichen
Fall entsprechen diese
Raumachsen der X-, Y- und Z-
Achse. Fiir die Interpolation
von Rotationen sind Eulerwin-
kel ungeeignet, da sie keine
eindeutige = Parametrisierung
der Rotation darstellen. Das be-

Entsprechend gilt Formel 9.

Pia = %(Pm - Pi)

Hermite-Splines, bei denen die
Tangenten auf die obige Weise
berechnet werden, bezeichnet
man auch als ,Catmul Rom*-
Splines. Nach dem Einsetzen
der Koeffizienten a;,b;,c;,d; er-

p| = %((pi - pi_l) + (pm - pi)) = %(Pm - pi—l)

deutet, es gibt mehrere Darstel-
lungen fiir eine Rotation in Eu-
lerwinkeln. Ein Beispiel zeigt
Bild 1.

Fiihren Sie erst eine beliebige
Drehung um die X-Achse durch
und danach eine Drehung um
90 Grad um die Y-Achse. An-
statt um die X-Achse zu dre-
hen, kann man also nach der Y-
Drehung um 90 Grad einfach
die Z-Achse entsprechend um
den negativen Winkel drehen.
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Dadurch, daB die Y-Drehung
die X- und Z- Achse aufeinan-

der dreht, wird es unmoglich,
eine Drehung um die X-Achse
auszufiihren. Dies fiihrt zum
Verlust eines Freiheitsgrads.
Diesen Effekt bezeichnet man
auch als ,glimbal lock”. Mathe-
matisch kommt der ,glimbal
lock“ durch eine Singularitét in
der Eulerwinkel-Parametrisie-
rung zustande.

Als Problem fiir die Interpolati-
on von Rotationen macht sich
insbesondere bemerkbar, daB

nehmen wir das an der X,Y-
Ebene gespiegelte Objekt. Als
Zwischenwerte kommen hier
sowohl die einfache Rotation
um die X-Achse sowie die kom-
binierte Rotation um Z- und Y-
Achse in Frage. Fiir die Rotati-
onsinterpolation von Objekten
sind Eulerwinkel daher unge-
eignet. Die Probleme der Euler-
winkel entstehen, weil sie kei-
ne geeignete Parametrisierung
fiir die Beschreibung von Rota-
tionen sind. Dies liegt insbe-
sondere daran, daB der Vektor-
raum der Rotationen kein einfa-
cher dreidimensionaler Vektor-
raum ist, sondern eine ge-
schlossene, gekriimmte, dreidi-
mensionale Mannigfaltigkeit.

Eine andere Mdglichkeit, Rota-
tionen darzustellen, ist, eine
Rotationsachse und einen Rota-
tionswinkel anzugeben. Dies

| 4

Bild 2. Fiir eine Animation wird der kiirzeste Weg zwischen zwei Rotationen gewahlt

es mehr als einen Weg zwi-
schen zwei Rotationen geben
kann. Fiir das Erstellen einer
Animation ist es aber enorm
wichtig, im voraus zu wissen,
welche Zwischenwerte gene-
riert werden sollen. Hierfiir ist
es im allgemeinen notwendig,
daB der kiirzeste Weg zwischen
zwei Rotationen gewihlt wird
(Bild 2).

Stellen Sie sich ein Objekt vor,
dessen Mittelpunkt sich irgend-
wo auf der Z-Achse befindet.
Als Endzustand der Rotation

wollen wir jedoch nicht weiter-
verfolgen, da es eine viel besser
geeignete Darstellungung von
Rotationen gibt: die Quaternio-
nen. Es ist sehr einfach, Quater-
nionen in die Darstellung von
Rotationsachse/-winkel u und
entsprechend die Prdsentation
von Rotationsachse/-winkel in
Quaternionen umzurechnen.

B Quaternionen

Fiir die Beschreibung von Rota-
tionen in der Computer-Grafik

DOS Mai1997 295



und -Animation haben sich die
»Einheits-Quaternionen® fiir
die Darstellung von Rotationen
bewdhrt. Quaternionen sind
hyperkomplexe Zahlen. Eine
komplexe Zahl ist definiert als
a+bi mit i2=~1.

Komplexe Zahlen spielen eine
wichtige Rolle in der hdheren
Analysis. Sie erméglichen unter
anderem das Ziehen von nega-
tiven Wurzeln. Quaternionen
sind eine Erweiterung der kom-
plexen Zahlen. Statt einer ima-
gindren Einheit besitzen sie
drei. Sie wurden von Sir Wil-
liam Hamilton in die Mathema-
tik eingefiihrt. Hamilton hatte
iiber Jahre hin versucht, die
komplexen Zahlen zu erwei-
tern und eine sinnvolle Multi-
plikation auf Tripeln (dreidi-
mensionale Vektoren)} zu defi-
nieren. Am 16. Oktober 1843
— er war auf dem Weg zur Roy-
al Irish Academy auf der Broo-
me Bridge in Dublin - erkannte
er, daB eine Multiplikation
zwar auf Tripeln nicht méglich
ist, dafiir aber auf komplexen
Zahlen mit drei imaginiren
Einheiten mit folgenden Eigen-
schaften:

i2=j2=k2=~1, ij=k, ji=k
Hamilton ritzte seinen Geistes-
blitz mit einem Messer in die
Broome Bridge und verewigte
ihn so. Die Zahl

q=xi+yi+zk+w

nannte er eine ,Quaternion.
Ublich ist es auch, den Ima-
gindrteil als Vektor aufzufassen:

I
q:(w,v)=w+vxi+vyj+vzk

w bezeichnet man auch als den
Realteil von q.

Die Multipikation vonp zwei
Ouaterniqnen q = (W1V1) und
d, =(W,V, 148t sich dann sehr
kompakt wie in Formel 11

L Procemmey

deutet, es ist nicht egal, in wel-
cher Reihenfolge die Multipli-
kationen durchgefiihrt werden.
Es gilt daher im allgemeinen
q1d42#q2q;- .
Zu jeder Quaternion q= (w,v)
existiert ein konjygiertes Qua-
ternion ﬁ:(w,—v .

Dieses ermdoglicht die einfache
Berechnung des Skalarprodukts
zweier Quaternionen (Formel
12}

1

( 2 2 \
1-2vy" -2v, 2v,v,=2wv, 2v,v,+2wv,

R=|2v,v, +2wv, 1—2vx2

l. 2vev, —2wvy  2vov,+2wv, 1- 2vx2 -2v, .

M Rotationsmatrix

Die Rotationsmatrix zu einer
Einheits-Quaternion

<Q1»CI2> =5 (‘h G +q; '51) =EWIW XX VY2 + 242,

und der euklidischen Norm ei-
nes Quaternions (Formel 13).

q=(w,v), ||q"=1 erhdlt man
durch Formel 14.

\ I =

o= (a,a) = va-a

Besonders wichtig fiir die An-
wendung ist, daB Quaternionen
normtreu unter der Multiplika-
tion sind. Dies sichert unter an-
derem, daB hintereinander aus-
gefiihrte Drehungen als Multi-
plikation von Quaternionen
aufgefaBt werden kdnnen:

Jov- a2 =] o]

Eine Quaternion wird inver-
tiert, indem man es konjugiert
und zusétzlich durch seine Lin-
ge teilt und es so zu einer Ein-
heits-Quaternion macht:

a_ 9

o]

Einen dreidimensionalen Vek-
tor u dreht man mit Quater-
nionen ¢, indem man u als
Quaternion ohne Realteil auf-
falt:

Ve =q ' V-q (v = (0,1?))

Vyot ISt wieder eine Quaterni-

o]

r r

r r r r
q qZ=(W1W2—<V1;Vz>: W1V2+W2V1+V1XV2)

angeben. Dabei ist <51,\J;2> das
Vektor-Skalarprodukt zwjschen
den Vektoren vy und v,. Zu
beachten ist bei der Quaternio-
nenmultiplikation, daB sie
nicht kommutativ ist. Das be-

296 Mai1997 DOS

on, bei dem der Realteil Null
ist. Der Grund dafiir liegt dar-
in, dafl Rotationen orthogonale
Abbildungen sind und somit
Skalar- und Kreuzprodukt er-
halten.

finr 2 2
=W +X +y +z

2

Am einfachsten 148t sich ein
Quaternion aus der Darstellung
von Rotationsachse/-winkel ge-
winnen. Fiir eine Rotation von

2
-2v, 2v,v,-2wv,

die Linge eins haben, ent-
spricht sie der Oberfliche einer
vierdimensionalen Kugel. Eine
lineare Interpolation zwischen
zwei Quaternionen kann daher
erkldrt werden als der kiirzeste
Weg auf der vierdimensionalen
Kugeloberfliche. Diese lineare
Interpolation fiir Quaternionen
auf der Kugeloberfliche wird
als SLERP (fiir Spherical Linear
intERPolation) bezeichnet (For-
mel 15):

Den notwendigen Winkel © er-
hélt man aus dem Skalarpro-
dukt von q; und qy:

cos© = (qy,q;)

Um professionelle Ergebnisse
bei der Interpolation von Rota-

sin((l ~t) (:1)

q =Slerp(q;,qz,t) =  sin®

© um die Achse n lautet die
entsprechende Quaternion:

A5} fy(3)

Wir sind nun in der Lage, Rota-
tionen mit Quaternionen dar-
zustellen. Was uns noch fehit,
ist die Interpolation zwischen
einzelnen Quaternionen. Da es
sich hier um einen gekriimm-
ten Raum handelt, ist das auch
nicht so einfach wie fiir die
oben besprochene Interpolati-
on im R3,

Die Einheits-Quaternionen bil-
den im Vektorraum der Quater-
nionen eine Untergruppe be-
ziiglich der Multiplikation, da
die Multiplikation normtreu ist.
Das bedeutet: Multipliziert
man zwei Einheits-Quaternio-
nen, erhdlt man eine Quaterni-
on, die wieder die Linge eins
hat. Da die Untergruppe der
Einheits-Quaternionen  genau
die Quaternionen enthilt, die

Sin(T-(“Jb
i Al

' sin@

tionen zu erhalten, reicht diese
einfache lineare Interpolation
von Quaternionen natiirlich
nicht aus. Zum Erzeugen von
Spline-Quaternionen-Kurven ist
jedoch das Exponentieren und
Logarithmieren von Quaternio-
nen notig. Gliicklicherweise fal-
len die Unstetigkeitsstellen, die
bei der linearen Quaternio-
neninterpolation entstehen,
nicht so ins Auge, wie es bei
der Positionsinterpolation der
Fall ist. Die lineare Interpolati-
on von Quaternionen fiihrt da-
her bereits zu beeindrucken-
den Ergebnissen.

In der ndchsten Ausgabe des
PC Magazins DOS setzen wir
die gewonnenen Erkenntnisse
in reale Programmierung um.
Die Beispielprogramme zeigen
den portablen Einsatz von Gra-
fikroutinen und versetzen Ihre
Programme in die Lage, schnel-
le Animationen im ,state of the
art“ zu zeigen. wr



