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Einleitung

Ist E ein holomorphes Vektorraumbiindel iiber einem komplexen Raum S vom Rang
n, so bilden die holomorphen Schnitte von E einen lokal freien s-Modul vom Rang
n. Ist umgekehrt & ein lokal freier Os-Modul vom Rang n, dann gibt es per Definition
eine offene Uberdeckung 4 = {U;};c; von S und Isomorphismen g; : gu, — (9§’|Ui.
Die Abbildungen

gij = giog;' €GL(n 0s(U; NU)))

erfiillen die Cozykel-Bedingung g;; = gk ogk; und bestimmen somit ein holomorphes
Vektorraumbiindel iiber S vom Rang n. Dies ergibt die bekannte Aquivalenz zwischen
der Kategorie der holomorphen Vektorraumbiindeln iiber S vom Rang n und der
Kategorie der lokal freien Og-Moduln vom Rang n [AT] S. 255].

Lokal freie Og-Moduln sind insbesondere kohérent. Es stellt sich somit die Fra-
ge, ob einem kohérenten Og-Modul ein geometrisches Objekt dhnlich zu einem Vek-
torraumbiindel zugeordnet werden kann. Dies ist in der Tat der Fall und fithrt zum
Begriff des linearen Raumes.

Sei S ein komplexer Raum. Ein linearer Raum iiber S ist ein komplexer Raum
X zusammen mit einer holomorphen Abbildung 7: X — S, so dass die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind:

(1) Fiir alle x € X trigt die Faser Xy := 7~ !(s) die Struktur eines komplexen Vek-
torraumes.

(2) Die durch die Vektoraddition definierte Abbildung X xg X — X und die durch die
Multiplikation mit Skalaren definierte Abbildung C x X — X sind holomorph.

Lineare Riume wurden unabhingig voneinander zunidchst von GROTHENDIECK in
[CCGA V] und spiter von GRAUERT in [Gra62] eingefiihrt. Wihrend die Definition von
GRAUERT mit der oben gegebenen ﬁbereinstimm erfolgt bei GROTHENDIECK die Kon-
struktion in der Sprache der geringten Raume und darstellbaren Funktoren. Die glei-
chen Methoden benutzt GROTHENDIECK in [EGA] I, § 9, S. 354fT], um lineare Riume
und weitere geometrische Konstruktionen der klassischen algebraischen Geometrie
auf die Theorie der Schemata zu verallgemeinern. GROTHENDIECK zeigte in [TCGA V],
dass fiir einen kohéarenten Og-Modul % der Funktor

(T, ) » Homg, (7*F, Or)

von der Kategorie der komplexen Rdume iiber S in die Kategorie der Mengen dar-
stellbar ist und die Darstellung durch einen linearen Raum gegeben ist. Man erhélt so
einen (kontravarianten) Funktor V von der Kategorie der kohdrenten Os-Moduln in
die Kategorie der linearen Raume.

*Lineare Rdume gemaB unserer Definition werden bei Grauert als quasi-lineare Rdume
bezeichnet. Lineare Radume sind bei Grauert die darstellbaren linearen Rdume im Sinne von
Fischer.



2 EINLEITUNG

Ein linearer Raum, welcher lokal isomorph zu einem Unterraum eines trivialen li-
nearen Raumes ist, wird darstellbar genannt. In zeigte FISCHER, dass fiir einen
darstellbaren linearen Raum X {iber einem komplexen Raum S die Garbe der Linear-
formen £y kohirent und V(&y) isomorph zu X ist. Dies ergibt eine Dualitdt zwischen
der Kategorie der darstellbaren linearen Rdumen iiber S und der Kategorie der ko-
harenten Og-Moduln. FISCHER vermutete, dass jeder lineare Raum tiber S darstellbar
sei. Fur den Fall, dass X reduziert und die Faserdimension von ¥y konstant ist, wurde
dies bereits in [Fis66] gezeigt. Der allgemeine Fall konnte kurze Zeit spiter von PRILL
in [Pr168] bewiesen werden. Man erhilt also den folgenden Dualitétssatz:

THEOREM (Fischer-Prill). Es sei S ein komplexer Raum. Dann sind die Kategorie
der linearen Rdiume tiber S und die Kategorie der kohdrenten Os-Moduln zueinander
dual.

Die Dualitat von linearen Radumen iiber S und kohédrenten Og-Moduln lisst sich
weiter verallgemeinern. Der folgende Dualititssatz wurde in [AMS6] von AXELSSON
und MAGNUSSON bewiesen:

THEOREM (Axelsson-Magnusson). Es sei S ein komplexer Raum. Dann sind die
Kategorie der komplex analytischen Kegel tiber S und die Kategorie der endlich prisen-
tierten graduierten Og-Algebren zueinander dual.

Ziel dieser Arbeit ist die Ausarbeitung und Prisentation dieses Ergebnisses. Wir
gehen dabei wie folgt vor:

Im ersten Kapitel werden zunéchst einige Grundlagen zusammengestellt. Im Mit-
telpunkt stehen der Begriff des darstellbaren Funktors und die Kategorie der komple-
xen Réume {iber einem Basisraum. Gegenstand des zweiten Kapitels ist das analyti-
sche Spektrum. Hauptquelle ist der Vortrag von HouzeL [Hou61] im E.N.S. Seminar
von CARTAN aus dem Jahre 1961. Die Darstellung ist ausfiihrlicher als in HouzgL,
beschrinkt sich aber auf die im Folgenden benétigten Resultate. So wird z.B. nicht
ndher auf das analytische Spektrum im Falle einer kohdrenten ()g-Algebra eingegan-
gen. Der Begriff des komplex analytischen Kegels iiber einem Basisraum wird im drit-
ten Kapitel eingefithrt. Dabei wird dhnlich vorgegangen, wie bei der Definition von
Gruppenschemata. Zunachst werden Kegel als algebraische Struktur in der Kategorie
der Mengen definiert. Diese Definition wird dann mittels Reduktion auf €ns auf die
Kategorie der komplexen Rdume iiber S iibertragen. Im vierten Kapitel wird bewie-
sen, dass die Kategorie der komplex analytischen Kegel iiber S dual zur Kategorie
der endlich présentierten graduierten Og-Algebren ist. Die Darstellung orientiert sich
an der Originalarbeit von AXELSSON und MAGNUSSON [AMS6]], wobei Beweise erginzt
und, wo es sinnvoll erschien, neu strukturiert wurden. Insbesondere wurde der Teil
im Beweis des Dualitiitssatzes, welcher in [AMS8]| nur skizziert ist, detailliert ausge-
arbeitet. Im fiinften und letzten Kapitel wird die Dualitdt von linearen Raumen iiber
S und kohérenten Os-Moduln gezeigt. Grundlage ist dabei nicht der Originalbeweis
von FIsCHER und PRILL [P1i68], sondern der von AXELSSON und MAGNUSSON
skizzierte Beweis in [AMZ4].

Ich mochte mich an dieser Stelle ganz herzlich bei Herrn Prof. Dr. OswaLD
RIEMENSCHNEIDER fiir die freundliche und motivierende Betreuung bedanken. AuBer-
dem danke ich allen, die mich wahrend des Studiums unterstiitzt haben. Ganz beson-
deres danke ich meiner Familie fiir ihre Unterstiitzung und Geduld.



KAPITEL 1

Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir einige Grundlagen zusammen, die fiir das Verstindnis
dieser Arbeit besonders wichtig sind.

§ 1. Allgemeine Bezeichnungen

Alle Ringe sind, soweit nicht anders angegeben, kommutative Ringe mit Eins. Wir be-
zeichnen mit €ns die Kategorie der Mengen zusammen mit ihren Abbildungen. Ist €
eine Kategorie, so bezeichnen wir mit €° die duale Kategorie. Fiir einen kontravarian-
ten Funktor F von einer Kategorie ¢ in eine Kategorie €; schreiben wir F : €7 — &;.

Ein Morphismus ¢ : % — % von Préigarben auf einem topologischen Raum X ist
per Definition gegeben durch eine Familie von Homomorphismen

0 ={pu: FU)>9W) |

zwischen den Schnitten. Fiir den Homomorphismus ¢y : #(X) — 9(X) zwischen
den globalen Schnitten unterdriicken wir in der Regel den Index und schreiben
¢ F(X)—> 9(X).

Ist X = (]X], Ox) ein komplexer Raum, so bezeichnen wir mit | X' | den unterlie-
genden topologischen Raum und mit Ox die Strukturgarbe von X. Geht die Bedeu-
tung aus dem Kontext hervor, so schreiben wir X fiir | X|. Fiir x € X bezeichnen wir
mit my , das maximale Ideal von Oy . Ist

f=01L7): (IX].0x) — (Y], 0y)

eine holomorphe Abbildung, so bezeichnet | f|: | X | — |Y| die stetige Abbildung der
unterliegenden topologischen Raume, f Oy — | f|x0x den Homomorphismus von
Garben von C-Algebren und f | £I710y —0Ox den zu f adjungierten Homomorphis-
mus. Die Kategorie der komplexen Raume mit holomorphen Abbildungen bezeichnen
wir mit Co.

In der Regel schreiben wir f;Ox fiir | f|«Ox und f~'0y fiir | f|7'Oy. Ist 4 ein
Oy-Modul, so bezeichnen wir mit f*9 = | f|7'¥9 ®|f|-10y Ux die analytische Ur-
bildgarbe.

Wir schreiben den Raumindex bei Abbildungen an einigen Stellen als Exponenten
anstatt als Index. Ist z.B. 7y : X — S eine holomorphe Abbildung zwischen komple-
xen Riumen, so schreiben wir 7 X Oy fiir die topologische Bildgarbe |7y |«Ox und die
analytische Bildgarbe (7x )0y .

UcCX offen

§ 2. Darstellbare Funktoren

Universelle Konstruktionen treten vielfaltig in der Mathematik auf. Haufig werden sie
durch universelle Pfeile I11.] oder adjungierte Funktoren [HiSd 11.8, S. 69]

3



4 I. GRUNDLAGEN

beschrieben. Gegenstand dieses Abschnittes sind mengenwertige Funktoren, die iso-
morph zu einem Hom-Funktor sind. Mit ihrer Hilfe lassen sich universelle Konstruk-
tionen sehr elegant beschreiben. Standardreferenzen fiir den hier prasentierten Inhalt

sind [EGA] [TCGATV] [MDTET. Des Weiteren finden sich einfiihrende Ab-
schnitte in [TCH, und [CB68].

2.1. Funktorielle Morphismen. Seien ¢ und ® Kategorien, und F, G kontra-
variante Funktoren von € nach ®. Ist fiir alle Objekte T aus € eine Abbildung
&(T): F(T) — G(T) gegeben und ist das Diagramm

Fry—2P Gy
F(f)T TG(D (2.1.2)
F(I") — s G(T)

fir alle Morphismen f: T — T’ aus € kommutativ, dann heiit @: F — G ein funk-
torieller Morphismus. Ein funktorieller Morphismus wird haufig auch als natiirliche
Transformation bezeichnet. Ist H ein weiterer Funktor und ¥ : G — H ein funktoriel-
ler Morphismus, dann ist durch (¥ o @)(T') := ¥(T') o ®(T) fiir alle Objekte T aus €
die Komposition von @ und ¥ erklart.

Ein funktorieller Morphismus @ : F— G ist ein funktorieller Isomorphismus, wenn
@(T) fiir alle Objekte T aus € ein Isomorphismus in ® ist. Dies ist gleichbedeutend
damit, dass es einen eindeutig bestimmten funktoriellen Morphismus ¥ : G — F gibt,
sodass ¥ o @ = idrund @ o ¥ = idg ist [TCH 1.5. S. 11].

Sind F und G Funktoren zwischen zwei Kategorien, so bezeichnen wir die Klasse
der funktoriellen Morphismen F — G mit Hom(F, G).

2.2. Das Yoneda Lemma. Sei € eine Kategorie und X ein Objekt aus €. Dann ist
durch
hx (T) = Hom(T, X)
fiir Objekte T aus € und

hy (T’ hy (T
hy (/) : { x(T) — bx(T) (2.2.2)
¢ = ¢of
fiir Morphismen f: T — T aus € ein kontravarianter Funktor hy : €° — ¢ns von der
Kategorie ¢ in die Kategorie der Mengen definiert. Ist F: €° — &ns ein Funktor, so
haben wir eine kanonische Abbildung
Hom(hy,F) — F(X)
a: .
® — [PX)]Gdy)
Umgekehrt erhalten wir eine Abbildung B: F(X) — Hom(hy, F), indem wir jedem
& € F(X) den folgenden funktoriellen Morphismus zuordnen:
hy(T) — F(T)
¢ = (F@)©
THEOREM* 2.2.1 (Yoneda-Lemma). Es sei € eine Kategorie, X ein Objekt aus €

und F : €° — &ns ein Funktor. Dann sind die Abbildungen o : Hom(hy, F) = F(X) und
B: F(X) — Hom(hy, F) bijektiv und zueinander invers.

Beweis. [EGA] o, 1.1.4, S. 20], [LCE Theorem 1.6, S. 12] O

(2.2.b)

(2.2.0)

BENT) : {



§ 2. DARSTELLBARE FUNKTOREN 5

Sei ¢: X — Y ein Morphismus aus €. Dann bezeichnen wir mit h, den funktori-
ellen Morphismus hy — hy, welcher fiir alle Objekte T aus € durch

hy (T hy (T
hy(r): § X (@) (2.2.d)
¢ = po¢
definiert ist. Ist ¢ : hy — hy ein funktorieller Morphismus und setzen wir ¢ := a(®),
dann gilt fiir alle Objekte 7" aus € und alle ¢ € hy (T):

[@PDI@) = [(Be@)NDG) = [(Be)DI@)
hx @) = gog

Wir kédnnen daher ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass jeder funk-
torielle Morphismus hy — hy von der Form h, mit geeignetem ¢: X — Y ist.

KOROLLAR 2.2.2. Es sei € eine Kategorie, und seien X,Y, Z Objekte aus €. Dann
gilt fiir alle funktoriellen Morphismen hy: hy — hy undhy : hy — hz:
hy o hy = hy.,
KOROLLAR 2.2.3. Es sei € eine Kategorie, und seien X,Y Objekte aus €. Ein funk-

torieller Morphismus hy : hy — hy ist genau dann ein Isomorphismus, wenn ¢: X —Y
ein Isomorphismus in € ist.

2.3. Darstellbare Funktoren. Es sei € eine Kategorie. Ein Funktor F: €° — ¢&ns
heiBt darstellbar, wenn es Paar ein (X, £) gibt, welches aus einem Objekt X von € und
einem Element £ € F(X) besteht, so dass 8(£): hy — F ein funktorieller Isomorphis-
mus ist.

Satz 2.3.1. Es seien F,G: €° — €ns darstellbare Funktoren mit Darstellungen
(X, &x) und (Y, Ey). Dann gibt es fiir alle funktoriellen Morphismen @ : F — G einen
eindeutig bestimmten Morphismus ¢: X — Y mit der Eigenschaft:

[@2(X)](Ex) = (G(@)(y) (2.3.2)

Beweis. Aufgrund der Darstellbarkeit von F und G induziert @ einen funktoriel-
len Morphismus hy,: hy — hy, welcher gegeben ist durch

(Br) ™! o @ o B(éx).

Das bedeutet, wir haben das folgende kommutative Diagramm von funktoriellen Mor-
phismen:

ﬂ(EX)T? 21\3(%')/) (2.3.b)

Die folgende Rechnung zeigt, dass der Morphismus ¢ : X — Y, welcher h, induziert,
die geforderte Eigenschaft hat:

[@]GEx) = [@XN)](«(BEx))) [@(X) © (B(Ex))(X)](dx)
[(BEr))(X) o hy (X)](dx) =" [(B(Ex))(X)](¢)

(G(9)(y) 0



6 I. GRUNDLAGEN

Bezeichnung. Es seien die Bezeichnungen wie in Korollar [2.3.1} Dann definieren
wir: @Y := ¢.

KOROLLAR 2.3.2. Es sei € eine Kategorie, und seien F, G, H: €° — &ns darstellbare
Funktoren mit Darstellungen (X, &x), (Y, &y) und (Z,&2). Dann gilt fiir alle funktoriel-
len Morphismen @ : F - Gund¥: G — H:

Wod) =vVo @Y

Beweis. Sei ¢ := @Y und ¢ := (¥)". Dann haben wir, entsprechend den Ausfiih-
rungen im Beweis von Satz[2.3.1] das folgende kommutative Diagramm:

F G H
ﬂ(&x)} ZTB(SY) Jﬂ@z)
hy h hy hy hy

Die Aussage folgt somit aus der Defintion eines funktoriellen Morphismus und Ko-
rollar[2.2.2] O

KOROLLAR 2.3.3. Es sei € eine Kategorie, und seien F,G: €° — &ns darstell-
bare Funktoren mit Darstellungen (X, Ex) und (Y, &y). Ein funktorieller Morphismus
®: F — G ist genau dann ein Isomorphismus, wenn @V : X — Y ein Isomorphismus in
¢ ist.

KOROLLAR 2.3.4. Es sei € eine Kategorie und F: €°— Ens ein darstellbarer Funktor
mit Darstellungen (X, Ex) und (Y, Ey). Dann existiert ein eindeutig bestimmter Isomor-
phismus ¢: X — Y, so dass £x = (F(p))(€y).

Beweis. Setzen wir G := F und @ := idf in Satz dann induziert idg
nach Korollar einen Isomorphismus ¢: X — Y, und es gilt &y = idr(£y) =

(F(@)(y). O

Aus Korollar erhalten wir ein Kriterium dafiir, dass die darstellenden Ob-
jekte einer Klasse von darstellbaren Funktoren funktoriell voneinander abhéngen:

SATZ 2.3.5. Es seien € und ® Kategorien. Fiir jedes Objekt A aus ® sei ein darstell-
barer Funktor F 4: €° — Ens mit Darstellung (X4, £4) gegeben, und jedem Morphismus
¢: A— B aus ® sei ein funktorieller Morphismus f,: Fp — F 4 zugeordnet, so dass die
folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(1) fia, = idg, fiir jedes Objekt A aus ®.
(2) fyop = fo o fy fiir jede Komposition A . B C von Morphismen aus D.
Dann ist durch F(A) = Xy fiir Objekte A aus © und F(¢) = (f,)" fiir Morphismen

¢: A — B aus® ein kontravarianter Funktor F: ©° — Ens definiert.

Beweis. Wir verifizieren, dass obige Definition einen Funktor definiert:

F(id4) = (fia,)" = (idr,)” =idx
F(yro9) = (fyep)” = (fp)" o (fy)” =F(p) o F(¥) 0
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2.4. S-Objekte und Basiswechsel. Sei ¢ eine Kategorie und S ein Objekt aus €.
Ein S-Objekt ist ein Paar (X, my), bestehend aus einem Objekt X und einem Mor-
phismus 7y : X — S aus €. Ein S-Morphismus zwischen zwei S-Objekten (X, wx)
und (Y, wy) ist ein Morphismus f: X — Y aus €, so dass das folgende Diagramm

kommutativ ist:
y— .y
\ / (2.4.2)
Y Ty
S

Die S-Objekte zusammen mit den S-Morphismen bilden eine Kategorie, welche wir
mit ¢, bezeichnen. Mit Homg (X, Y') bezeichnen wir die Menge der S-Morphismen
zwischen zwei S-Objekten (X, rx) und (Y, wy).

In der Kategorie ¢ 5 ist das Objekt (S, ids) ein Endobjekt, denn Homg (7', S) be-
steht, wie aus der Definition eines S-Morphismus direkt ersichtlich ist, nur aus einem
Element. Ist e ein Endobjekt in €, so sind € und €/, kanonisch isomorph.

Sei nun € eine Kategorie mit Faserprodukten. Dann definiert das Faserprodukt
fiir jedes Objekt S aus € einen Bifunktor [EGA] o, 1.2.6, S. 27]:

Csx€g—>Cg

Ist ¢: " — S ein Morphismus aus €, dann ist fiir jedes S-Objekt (X, 7x) das Paar
(X x5 S’, p2) ein S’-Objekt:

Xxs8 —2

Dabei bezeichnen p1: X xg S’ — X und p;: X xg S’ — S’ die Projektionen auf den
ersten bzw. zweiten Faktor. Indem wir jedem S-Morphismus f den S’-Morphismus
f xs idss zuordnen, erhalten wir einen Funktor

(—xs8"): €5 > €,

welchen wir auch als Funktor des Basiswechsels bezeichnen. Als wichtige Eigenschaft
des Basiswechsels notieren wir:

SaTz* 2.4.1 (Transitivitit des Basiswechsels). Es sei € eine Kategorie mit Faser-
produkten, und seien ¢: S’ — S und . S” — S’ Morphismen aus €. Dann gibt es fiir
alle S-Objekte (X, mx) einen natiirlichen Isomorphismus:

(X XS S/) Xs’ S” l) X XS SN
Beweis. [EGA] o, 1.3.2, S. 31] O
Ist ¢: S — S ein Morphismus aus €, so haben wir einen kanonischen Funktor

isys: €50 — €5, welcher jedem S’-Objekt (X', mx+) das S-Objekt (X', ¢ o mx’) zu-
ordnet.
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SATZ 2.4.2. Es sei € eine Kategorie mit Faserprodukten und ¢: S’ — S ein Mor-
phismus aus €. Dann ist der Funktor igys: €5 — €g linksadjungiert zum Funktor
(—xs 8"): €15 — € 5. Mit anderen Worten, es gibt einen funktoriellen Isomorphismus

Homg/ (T, X xs S") => Homg (is/s(T), X) (2.4.b)
von Bifunktoren (€;5/)° x €;5 — €ns.

Beweis. Sei (T, n7.) ein Objekt aus €, g/ und sei 77 das eindeutig bestimmte Ele-
ment von Homg (7, S). Betrachten wir das folgende Diagramm:

XXSS’m;)S’

il
/\

X——— S

Aufgrund der universellen Eigenschaft des Faserproduktes haben wir einen funktori-
ellen Isomorphismus:

Homg (is/s(T), X xs S = Homg (isys(T), X) x Homg (isys(T), S
S = (prof, p2of)

Die S’-Morphismen von 7 nach X xg S’ sind genau die S-Morphismen f von
iss(T) nach X xg S’ fiir die p; o f = m7 gilt. Die Abbildung "+ p; o f defi-
niert somit eine in 7 und X funktorielle Bijektion:

Homg/ (T, X x5 S") => Homg (isys(T), X) O

Sei F: (€,5)° — €ns ein Funktor, dann definieren wir die Restriktion von F auf
¢/ss durch:

F/S/ = F o igw/S: €7S/ —> @‘ﬂﬁ
Der folgende Satz beschreibt, wie sich darstellbare Funktoren beziiglich Restriktion

verhalten.

SATZ 2.4.3. Es sei € eine Kategorie mit Faserprodukten, S ein Objekt aus € und
F: (€/5)° — €ns ein darstellbarer Funktor mit Darstellung (X, £x ). Dann wird fiir jedes
Objekt (S, ") aus &5 der Funktor

F/S/I (Q:/S/)o — Cns
durch

(X xs 8", (F(p1))(éx))
dargestellt, wobei py: X xs S' — X die Projektion auf den ersten Faktor bezeichnet.

Beweis. Da F nach Voraussetzung darstellbar ist, induziert der funktorielle Iso-
morphismus B(£x): hy — F einen in T funktoriellen Isomorphismus:

Homg (isys(T), X) — F(isys(T)) = F;s/(T)
¢ +— F(p)éx)
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Durch Komposition mit (2.4.b) erhalten wir auf diese Weise einen funktoriellen Iso-
morphismus

o { Homg/(T. X x5 §) =5 Fys(T)
' S = F(pio)éx)

und es gilt:
a(P) = [P(X xs S)(idxxgs') = F(p1)(x) O

§ 3. Komplexe Riaume iiber S

In diesem Paragraphen fithren wir zunichst den Begriff des komplexen Raumes iiber
einem Basisraum ein und erinnern an die Adjunktion von direktem Bild und Urbild.
Nach einigen Bemerkungen iiber das Faserprodukt von komplexen Rdumen untersu-
chen wir die Darstellbarkeit von einigen Funktoren und erhalten so einige konkrete
Beispiele fiir darstellbare Funktoren in der Kategorie der komplexen Raume.

3.1. Komplexe Réiume iiber S. Es sei S ein komplexer Raum. Ein komplexer
Raum tiber S ist ein S-Objekt in der Kategorie der komplexen Raume, das heil3t ein
Paar (X, my), welches aus einem komplexen Raum X und einer holomorphen Abbil-
dung 7y : X — S besteht. Wir nennen wx die Projektion und S den Basisraum von
X . Ein Morphismus von komplexen Rdumen iiber S ist ein S-Morphismus in der Ka-
tegorie der komplexen Raume. Die komplexen Raume iiber S bilden zusammen mit
den Morphismen von komplexen Rédumen iiber S eine Kategorie, welche wir mit Co; g
bezeichnen.

Der reduzierte Nullpunkt e = ({0}, C) ist ein Endobjekt in der Kategorie der
komplexen Raume. Ein komplexer Raum X ist somit kanonisch isomorph zu X x e
und kann als komplexer Raum {iiber e aufgefasst werden.

Ist p: (X, x) — (Y, my) ein Morphismus von komplexen Raumen iiber S, so ist
¢ eine fasertreue Abbildung. Das bedeutet, fiir alle s € S ist die Restriktion auf die
Halme ¢;: X5 — Y wohldefiniert. Ist U C S eine offene Teilmenge, dann gilt:

¢~ (my' (U)) = (v 0 9) 7' (U) = 75 (U)

Die Anwendung des Funktors 7} auf §: Oy — ¢.0x ergibt also einen Morphismus
7Y nY 0y — 7 X 0x, welcher gegeben ist durch:

(7 @)y = Puz1 vy Or (7' (U)) — Ox (nx ' (U))

3.2. Die Funktoren f* und f,. Seien X und Y topologische Rdume und sei
f: X — Y eine stetige Abbildung. Das direkte Bild fx ist ein Funktor von der Ka-
tegorie der Garben iiber X in die Kategorie der Garben iiber Y. Das (topologische)
Urbild £~ ist der zu f; linksadjungierte Funktor [EGA] o, 3.5.3, S. 81]. Wir haben
somit einen funktoriellen Isomorphismus von Bifunktoren:

b
Homy (!9, %) —— Homy (Y, f %)
#

Die Einheit der Adjunktion ist gegeben durch die kanonische Abbildung

05 G— fi TG,



10 I. GRUNDLAGEN

welche einem Schnitt s € T'(U, %) den Schnitt s o f € T'(f~'(U), f~'%) zuordnet. Ist
v € Homy (f~'%, %), so erhalten wir v*: ¢ — f, % als die Komposition:

G PG f*f_lg Sxv f*(oj—f’

Seien (X, Ox) und (Y, Oy) komplexe Raume, und sei ¢: X — Y eine holomor-
phe Abbildung. Das analytische direkte Bild ist ein Funktor von der Kategorie der
Ox-Moduln in die Kategorie der Oy -Moduln, welchen wir ebenfalls mit ¢, bezeich-
nen. Das analytische Urbild ¢* ist der zu ¢, linksadjungierte Funktor [EGA] o, 4.4.3,
S. 100]. Wir haben somit einen funktoriellen Isomorphismus von Bifunktoren:

b
Hom(ﬁx (QD*@, F D m— Hom@y ((ga Px g;)
#

Die Einheit der Adjunktion ist gegeben durch die kanonische Komposition:

@« (1d®1)
-

G —L 'Y (07 G @10, Ux) = px0* Y (3.2.2)

Ist v € Homg,, (¢* 9, %), so erhalten wir v 9 — ¢, F als die Komposition:

«(1d®1 s«
@5 (1d®1) (p*go*‘g @5V 0nF

g o019
Insbesondere ist fiir x € X die Abbildung (v°),: Yo(x) = Fx gegeben durch die Kom-
position:

id®1 Ux
Go(x) = Yo(x) @0y () Oxx —> Fx (3.2.b)

Fiir jede Oy -Algebra « definiert die kanonische Komposition
VA Ry PxA —> Qi (A Ry A) —> st

die Struktur einer Oy-Algebra auf ¢, [EGAl o, 4.2.4, S. 95]. Ist v: &f; — s, ein
Morphismus von Ox-Algebren, dann ist p4v: @« — @, ein Morphismus von
Oy -Algebren. Das analytische direkte Bild induziert auf diese Weise einen Funktor
von der Kategorie der Ox-Algebren in die Kategorie der Oy-Algebren. Fiir jede Oy -
Algebra & definiert die kanonische Komposition

P B R0y 9B "> 9" (BRuy B) — ¢* B

die Struktur einer Oy-Algebra auf ¢*% [EGAl o, 4.3.4, S. 98]. Ist u: B; — B, ein
Morphismus von (y-Algebren, dann ist p*u: ¢*B; — ¢*B, ein Morphismus von
Ox-Algebren. Das analytische Urbild induziert auf diese Weise einen Funktor von der
Kategorie der Oy -Algebren in die Kategorie der Ox-Algebren.

Fiir einen Morphismus v: ¢*% — s von Ox-Algebren ist v”: B — ¢4 ein Mor-
phismus von Oy -Algebren, und fiir einen Morphismus u: B — ¢, von Oy-Algebren
ist u*: p*%B— sf ein Morphismus von Ox-Algebren. Dies induziert einen funktoriellen
Isomorphismus von Bifunktoren [EGA] o, 4.4.7, S. 102]:

b
Hom(ﬁXfalg(w*%v ﬂ) T Hom(ﬁyfalg(%v 90*-94) (3'2'0)
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3.3. Das Faserprodukt von komplexen Riumen. Die Kategorie der komplexen
Riume ist eine Kategorie mit endlichen Faserprodukten (siche z.B. [[TCGA 11| 2.1.a,
S. 4], [CAG] 0.32, S. 29)).

Sei S ein komplexer Raum und seien (X, mry) und (Y, 7y ) komplexe Rdume iiber
S. Der unterliegende topologische Raum des Faserproduktes von X und Y beziiglich
der Abbildungen mx und 7y ist das Faserprodukt der unterliegenden toplogischen
Raume | X| und |Y|:

1 X1 x5 1Y ] = {(x, ) € X[ x |[V]: wx (x) = 7wy ()}
Seien f: X — X' und g: ¥ — Y’ Morphismen von komplexen Rédumen iiber S.
Dann existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung f xs g: X xs Y — X' x5 Y’, so
dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

x—

X xs ¥ /xsg X' x5 ¥’ (3-3.2)
A A
Y —g> Y/

Fiir die Homomorphismen zwischen den Strukturgarben haben wir dann das folgende
kommutative Diagramm:

i f
T[;Y(pX — 7'[3( Ox/
- !~
ﬂfPf/ =X P
XxgY 7T —
XxsY w5 fxsg X'xsY’ (3.3.b)
Tl (OXXSY Ty (QX’XSY’
~ !~
”*Y”:\ Y’z /’*Y P
Tx

’
ﬂf@y —— nf Oy

Sind X und Y komplexe Réume, so ist das direkte Produkt X x Y natiirlich iso-
morph zum Faserprodukt X x, Y, wobei ¢ = ({0}, C) den reduzierten Nullpunkt
bezeichnet. Fiir den Halm der Strukturgarbe Oy xy im Punkt (x, y) € X x Y gilt dann

(OXXY,(X,_}/) = 0X,x ® @Y,y , (33C)

wobei ® das analytische Tensorprodukt [AS] II1.5, S. 179] bezeichnet. Sind f: X — X’
und g: Y — Y’ holomorphe Abbildungen, dann haben wir fiir die eindeutig bestimmte
Abbildung fxg: X xY — X’xY’ im Punkt (x, y) € X xY das folgende kommutative
Diagramm:

Sx
Oxx ¢ Ox15(x)

~ =/
Pl.(x:y/ Y‘(ﬂw,gm)
S X&)

Ox x¥,(x,») Ox/ sy (£(x),8() (3.3.d)
P2 g,y /5/2\.(f():).g(y))

Oyy «———— Oyien)
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Identifizieren wir Oy/xy/(f(x),g(y)) Mit dem analytischen Tensorprodukt, so gilt fiir
a®b €Uy ®Oyigoy:

—_—

f X 8un@®b) = [ x g py(@®1)-(1®0b))

= T X 8o (Pr(r00.600 @ * o r0.600) D))
Preesn (@) Pren (@ ®) = (L@®1)- (18 1)
= L@®FH®) = 8 adb)
Betrachten wir nun speziell das Produkt C x X. Sei dazu Oy » >~ K,/a, wobei

K, = C{Xy,..., X} die Algebra der konvergenten Potenzreihen in n Verdnderlichen
bezeichnet und a ein Ideal aus K, ist. Dann ist O¢ ® Oxx >~ Kyi1/aKp41. Es gilt

00
ClKn+1 = { ZCIVTV € Kn+1 iay € Cl}

v=0
und wir erhalten auf diese Weise einen natiirlichen Oy ,-Algebramonomorphismus in
die Algebra der formalen Potenzreihen [AS II1.5, Satz 4, S. 183]:

Ocy ® Ox x —> Ox x[[T]]

Jedes f € O,y ® Ox x lisst sich somit auf eindeutige Weise als Potenzreihe mit Koef-
fizienten aus Oy schreiben:

o0 o
f= Y T = Y Fron@) (Fian)

v=0 v=0

- o (3-3:¢)
Y U®a)-z®1 = Y ®ay

v=0 =0

Sei S ein komplexer Raum und (X, my) ein komplexer Raum iiber S. Fiir einen
Punkt s € S ist die Faser von X iiber s definiert als das Faserprodukt X := X xg {s}.
Dabei bezeichnet {s} den einpunktigen reduzierten komplexen Raum mit Strukturgar-
be Os s/ms s ~ C. Fiir den unterliegenden topologischen Raum der Faser gilt:

1Xsl = [XIxs s3] = {xeX:iax(x) =s} = |nx|7'(s)

Wir identifizieren daher im Allgemeinen den Raum | X;| mit der topologischen Faser
|mx |~ (s). Ist x € X; ein Punkt aus der Faser, dann gilt fiir den Halm der Strukturgar-

be der Faser im Punkt x [TCGA VI S. 7]:

Ox,x =~ Oxx/ms;sOxx

3.4. Der Funktor Fr ;5. Esbezeichne S einen komplexen Raum. Dann ist durch
Frns(T) =TI(T.0r)"
fiir komplexe Rdume 7 iiber S und
rIT’,or)" — T(T,0r)"
Vreer) = (SO Tm)

fiir Morphismen f: T—T"' von komplexen Rdumen iiber S ein kontravarianter Funk-
tor Fr,/s: (€0/5)° — €ns von der Kategorie der komplexen Raume iiber S in die
Kategorie der Mengen definiert.

Froa/s(/): {
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Betrachten wir zunédchst den Fall, dass S der reduzierte Nullpunkt e ist. Dann
haben wir die bekannte Bijektion (sieche z.B. [[CGATII S. 3], [CAS] 1.3.1, S. 22]):
Hom(7,C") = T(T,Or)"

N CICH AN IER)
Wir behaupten nun, dass diese Bijektion auch funktoriell ist. Das heilt, es ist zu iiber-

prifen, ob fiir jeden Morphismus von komplexen Raumen f: T — T das folgende
Diagramm kommutativ ist:

Brnse(T): { (3.4.2)

Br.nse(T)
hen (T) — " s I(T, O7)"

htc"(f)T TFr.n/s(f)

hen(T)) ———— T(T7, Og:)"
Br.nse(T)

Dies folgt jedoch unmittelbar aus der Definition der Komposition von Morphismen
von komplexen Raumen. Durch Br /. : hcn = Fr /. ist somit ein funktorieller Iso-
morphismus definiert. Mit anderen Worten: Fr /. ist darstellbar in der Kategorie der
komplexen Raume. Die Darstellung ist gegeben durch das Paar (C”, (zy, ..., z,)), Wo-
bei z;: C" — C die i -te Koordinatenfunktion bezeichnet.

Es gilt (Fr,n/¢)/s = Fronje © igi/e = Fr /5. Wir erhalten somit als direkte Anwen-

dung von Satz

SATZ 3.4.1. Der Funktor Fr s : (€o/5)° — €ns ist darstellbar und wird durch das
Paar (C" x S, (31, ....3n)) dargestellt, wobei 3; == p1(z;) die i-te Koordinatenfunktion
bezeichnet.

Insbesondere haben wir also eine in 7' naiirliche Bijektion:

Homg(T,C") = T(T,Or)"

~ - 4.b
6 > (B dGn) (340

Brns(T): {

3.5. Der Funktor Fy;, ... ;,1/s. Es bezeichne S einen komplexen Raum. Dann ist
durch

) Fuptays(T') —> Frytays(T)
..... 178 (f):
flir Morphismen f: T—T"' von komplexen Rdumen iiber S ein kontravarianter Funk-
tor Fi, .. 1781 (€o/5)° — Ens von der Kategorie der komplexen Rédume iiber S in die
Kategorie der Mengen definiert.

.....

Sarz 3.5.1. Die Funktoren ¥y, . ;.1/s und Fr ;s sind isomorph.

Beweis. Die Elemente von Homg,._a14(Or[t1, ..., t;], O7) sind genau die Einsetz-
morphismen. Wir erhalten somit fiir alle komplexen Raume 7 iiber S die Bijektion:

Homg, _a1g(Or[t1, ... ta], OT) —> T(T,07)"

T):
,3<P( ) { d® - ((D(h),--.,(p(tn))



14 I. GRUNDLAGEN

Wir zeigen nun, dass, dass diese Bijektion auch funktoriell ist. Dazu ist zu zeigen,
dass fiir alle Morphismen f: T — T’ von komplexen Rdumen iiber S das folgende
Diagramm kommutativ ist:

Ba (T)
Homg, —a1g(O7lt1. ... 1a). O7) ———— T(T, Or)"
Frey.., m]/s(f)] TFI‘,n/S(f)
Hom@/T_alg((OT/[tl s eees ln]’ mT') W F(T/, @T/)n
@

Sei @ € Hom(p/T_alg((OT/[l], v tn,Or)und seiy; ;= @(4;) e I'(T,Op) firi = 1,...,n,
dann ergibt sich folgende Rechnung:

(o)) = (fT'o®ide)H®1) = (fTe@m) el
@) o H®1 = (o f)®1 = f(yiof)
= fopop,(vi) = (fif)opop,(vi) = f(wi) O

KOROLLAR 3.5.2. Der Funktor Fi;, . 1,175 (€o/5)° — &ns ist darstellbar und wird
durch das Paar (C" x S, &cnxs) dargestellt, wobei Ecny s gegeben ist durch:

(3.5.2)

. Ocnxslt, ..ts]l —>  Ocnxs
cnxs:

L = 3

3.6. Der Funktor Gy, ,....r,1/s- Es bezeichne S einen komplexen Raum. Dann ist
durch
Gy ,tn/s(T) = Homgg _a1g(Oslty, ..., tn], 74 O1)
fir komplexe Raume (7', ) tiber S und

wys(T) — Gy

G[z ,,,,,
Giry,otal/s () { ] ® > mfod
3

fir Morphismen f: (T, ) — (T’, =y+) von komplexen Rdumen iiber S ein kontrava-
rianter Funktor Gy, ... ,1/s : (€0/5)° — €ns von der Kategorie der komplexen Raume
tiber S in die Kategorie der Mengen definiert.

Sarz 3.6.1. Der Funktor Gy, . ;,1/s: (€o/5)° — €ns ist darstellbar und wird durch
das Paar (C" x S, E(?:"x ) dargestellt, wobei S('E:,,X s gegeben ist durch:

Osltrsonts] — 7E"™*S0Ocnxs
Etnyg: { " * x (3.6.2)

L = 3

Beweis. Sei (T, wr) ein komplexer Raum iiber S. Dann haben wir einen natiirli-
chen Isomorphismus 77.0s[t1, ..., t,] = O[t1. ..., t,]. Zusammen mit (3.2.c) erhalten
wir einen funktoriellen Isomorphismus:

Homg, —a1g(O7lt1. ... ta). O7) => Homgg_a1g(Uslt1, ... tu], w1 O7)
=Fp,....tn1/s (D) =Gy,....tn1/s(T)
Nach Korollar ist Fis, . ,1/s darstellbar. Somit ist Gy, .. ,,)/s ebenfalls dar-
stellbar und hat die Darstellung (C" x S, &, ¢). Die Abbildung £, ¢ ist dabei fiir
x = (z,s5) € C" x § gegeben als die Komposition (vgl. (3.2.b)):
id®1
Os.5lt1, ovrr tn] ——— Os.5[t1, s tn] @0 , Ocnxs ~
Ecnxs,x

~ mcnxs[ll,...,ln] Ocnxs O



KAPITEL II

Das analytische Spektrum einer endlich
prasentierten Algebra

Es sei S ein komplexer Raum. Ein komplexer Raum (X, 7r) liber S heil3t endlich, wenn
7: X — S eine endliche Abbildung ist. Nach dem Kohérenzsatz fiir endliche holo-
morphe Abbildungen [CAS] 1.3.3, S. 64] ist dann 7Oy ein kohirenter Os-Modul. Ist
A eine kohédrente Og-Algebra, dann heilit ein endlicher komplexer Raum iiber S ein
analytisches Spektrum von &, wenn 7, Oy isomorph zu & ist.

In diesem Kapitel betrachten wir die Verallgemeinerung des analytischen Spek-
trums auf endlich prasentierte Og-Algebren. Hauptquelle fiir unsere Darstellung ist
[Houb1]. Eine Zusammenfassung der wichtigsten Eigenschaften des (verallgemeiner-
ten) analytischen Spektrums findet sich auBerdem in [PRo4 3.3, S. 121].

§ 4. Darstellbarkeit der Funktoren Fy und Gy

Wir erldutern zunéchst den Begriff der endlich prisentierten Algebra, definieren im
Anschluss die Funktoren Fy und Gy und zeigen dann ihre Darstellbarkeit.

4.1. Endlich prisentierte Algebren. Es bezeichne S einen komplexen Raum. Ein
Os-Modul & hei3t endlich prisentiert, wenn fiir alle s € S eine Umgebung U von s
existiert, so dass

Fu = O,y /(f1+ s Sm)
ist, wobei f1, ..., fm Schnitte aus I'(U, Og) sind. Wir betrachten nun den entsprechen-
den Begriff fiir O5-Algebren:

DEFINITION 4.1.1. Eine Og-Algebra o heillt endlich prisentiert, wenn fiir alle s €
S eine Umgebung U von s existiert, so dass

Ay = Osiplty, . tal/(f1s s Jim)
ist, wobei fi, ..., fm Schnitte aus T'(U, Os|t1, ..., t,]) sind.

SATZ 4.1.2. Seien A und RB endlich prisentierte Os-Algebren. Dann ist 4 QB eine
endlich prisentierte Og-Algebra.

Beweis. Seis € S, dann gibt es eine Umgebung U von s und Schnitte f1, ..., fi; €
r',oslty, ....ty])) und g4, ..., gx € I'(U, Os[ty+1, -.-, 1]), s0O dass

Ay = Osiyltr, . ta]/(f1s -es Sn)
und

By = Os\ultnt1, .- til/ (&1, - k)
ist. Fiir das Tensorprodukt gilt dann:

(A ®us B = Ay Qug)y Bu = Uswltr, . tll/(f1, s fms &1, -0 8k) U

15
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SATZ 4.1.3. Es sei A eine endlich prdsentierte Os-Algebra und ¢ : S’ — S ein Mor-
phismus von komplexen Réumen. Dann ist ¢~ s eine endliche prisentierte o~ Og-Alge-
bra und ¢*sA eine endlich présentierte Og/-Algebra.

Beweis. Sei s’ € S’ und s := ¢(s’). Nach Voraussetzung gibt es eine Umgebung
U von s und Schnitte f1, ..., fi,, € T'(U, Os|ty, ..., tx]), so dass

Ay = Osiplty, ...t/ (f1s s fm)
ist. Sei V := ¢~ (U),dannsind fj o @, ..., fmop € T'(V,¢ ' Os]t1, ..., t;]) und es gilt:

@ Dy = eopidu o Oswltr. oot/ (i oo fon))
@7 O)vltrs oo )/ (S1 0 Qs ovvs fin 0 @)

1

12

Fiir das analytische Urbild gilt:
@Dy = (7' Dy S-105), Us'v
= (p\_Vl (OS|U[II7 cantn]/(f1o@, .., fmo@) ®¢ﬁ/1@S|U @S’|V
~ Osltr, ..o ta]l/(fiece®1, ..., fmop ®1) 0

SATZ 4.1.4. Essei S ein komplexer Raum und & ein kohdrenter Os-Modul. Dann ist
die symmetrische Algebra S(¥) von F eine endlich prisentierte graduierte Os-Algebra.

Beweis. Seis € S. Dann gibt es nach Voraussetzung eine offene Umgebung U C S
von s und eine exakte Sequenz

@
kerp «—— @§|U — Fy — 0,

wobei ker¢ von endlich vielen Schnitten aus I'(U, Og) erzeugt wird. Anwenden
der symmetrischen Algebra ergibt nun die folgende exakte Sequenz [EIS] Propositi-
onA.2.2,S. 577]:

~0s\yltis-tnl =S(Pv
—— ——
kef90 ®(9s\u S((Og‘lIU) - S((ﬂglU) — S(‘%U) —0 O

SATZ 4.1.5. Es sei s = €D,,>¢ Sm eine endlich prisentierte graduierte Os-Algebra
mit Ao = Os. Dann ist A, fiir alle m > 0 ein kohdrenter Os-Modul.

Beweis. Seis € S. Dann gibt es nach Voraussetzung eine offene Umgebung U C S
von s und eine exakte Sequenz

O———)f———)(ﬁsw[ll,...,ln] d Ay 0,

wobei # ein Ideal in Ogylti, ..., 1] ist, welches von endlich vielen Schnitten aus
', 0slty, ..., ty] erzeugt wird. Wir kdonnen ohne Einschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass ¢(#;) fiir i = 1,...,n homogen und vom Grad > 1 ist. Indem wir
deg#; := dego(t;) setzen, erhalten wir auf ¥ = Ogy[t1, ..., 1,] eine Graduierung
D,>0 Fm, wobei die F, endlich erzeugte freie Ugjy-Modul sind. Durch die Gradu-
ierung wird ¢ zu einem Morphismus von graduierten g |-Algebren und # zu einem
graduierten Ideal § = @,,~( Fm, dessen Summanden endlich erzeugt sind. Fiir jedes
m > 0 erhalten wir somit die folgende exakte Sequenz:

0 T Fn s i 0 0
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Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung: Ist £ = @,,,>, %m eine graduierte Os-
Algebra, so dass o, fiir alle m > 0 ein kohdrenter Og-Modul ist, so ist & eine endlich
prisentierte (g-Algebra [AMS8] 1.17, S. 612].

4.2. Der Funktor Fy. Es sei S ein komplexer Raum und & eine endlich présen-
tierte Os-Algebra. Wir betrachten den Funktor Fg: (€o/5)° — €ns von der Kategorie
der komplexen Rdume iiber S in die Kategorie der Mengen, welcher durch

Fu(T) = Homg, _qg(77 54, O7)
fiir komplexe Raume (7, =) tiber S und

Hom@T/—alg(ﬂ;"/&qs Or) — Hom(ﬁT—alg(ﬂ;&dv Or)

Fa(f): { (4.2.2)

o +— [fo
fiir Morphismen f: (T, n7) — (T’, 77/) von komplexen Rdumen iiber S definiert ist.

SATZ 4.2.1. Der Funktor Fy ist darstellbar in der Kategorie der komplexen Rdiume
tiber S.

Beweis. (a) Nehmen wir zunichst an, dass & ~ Oglty, ..., t,] ist. In diesem Fall
stimmt Fy mit dem Funktor Fj;, _,.1s tberein, welcher nach Korollar durch
(C" x 8, &cnxs) dargestellt wird.

(b) Betrachten wir nun den Fall & =~ 0Oglty,...,1,]/#, wobei # ein Ideal in
Oslty, ..., ty] ist, welches von globalen Schnitten f1, ..., fi, € T'(S, Os[ty, ..., t,]) erzeugt
wird. Wir haben dann eine kurze exakte Sequenz:

.....

00— F— s Oty t] —2—> ot 0

Ist (T, n7) ein komplexer Raum {iber S, dann erhalten wir durch Basiswechsel die
exakte Sequenz:

by

ki
;¥ T, a7 0st1, ....ty] >~ Orlty, ..., tn] nysd 0

Wir setzen nun:
Jr = n}i(77.9)
Die Or-Algebramorphismen 779 — Or stimmen mit den Or-Algebramorphismen

Orlt1,....,ta] = Or lberein, welche iiber n7.sf faktorisieren, das hei3t das Ideal #r
annullieren. Wir erhalten auf diese Weise eine in 7" natiirliche Bijektion:

Homgy ag(fst, Or) > | ® € Fyy,qys(T) = (fr) =0

w = wompp

(4.2.b)

Sei weiter $ := Ecnxs (j(cn x S), dann haben wir nach Konstruktion das folgende kom-
mutative Diagramm mit exakten Zeilen:

0 — Jonxs — Ocnxsltt, oo ty] — Ty gt — 0

J %'C”XSJ J (4.2.0)

0 9 Ocnxs — Ocnxs/F — 0

Das Ideal .# ist Ocnxs-kohérent und definiert folglich einen abgeschlossenen komple-
xen Unterraum X von C” x S. Die holomorphen Abbildungen von 7" nach X sind
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genau die holomorphen Abbildungen von 7" nach C” x S, welche {iber X faktorisie-
ren. Sei j: X — C” x S die kanonische abgeschlossene Einbettung, dann haben wir
eine in 7 natiirliche Bijektion:

Homg(T, X) = {weHomS(T,C"xS):{&(ﬂ):o}
S o fo

Wir behaupten nun, dass der funktorielle Isomorphismus hcrnxs = F;, . 1,1/s einen
funktoriellen Isomorphismus Sy der Funktoren hy —> Fy induziert:

(4.2.d)

Bu

hy Fa
henys ———— Fl",n/S ﬁ F[fl,u-,fn]/s ’
ﬂl",n/S ﬁ(p

Die vertikalen Abbildungen bezeichnen dabei die Inklusionen, welche durch die Iso-
morphien und induziert werden. Dazu ist zu zeigen, dass eine holo-
morphe Abbildung ¢ € Homg (T, C" x S) genau dann iiber X faktorisiert, wenn der
durch

V1s e Vn) = Brays (@) = (FG1). .. G (Gn))

definierte Einsetzmorphismus @ das Ideal $7r annulliert. Sind fiir &k = 1,...,m die
Erzeuger von # gegeben durch f; = ) f,t”, dann erzeugen

SE=) "7 (o)) - € D(T. 0l ta)). ko =1...m,
das Ideal #r und
gk = Ecxs ([iE75) e T(C" x S, 0cnys), k =1,..m,

erzeugen das Ideal $. Nun gilt:

P(ex) = ¢(Zﬁm(fk,v)af‘~-32”)
= S F )"y = ()

Folglich ist ¢(#) = 0 genau dann, wenn @ das Ideal $r annulliert. Der Funktor F
wird somit durch den komplexen Raum X dargestellt, wobei das darstellende Element
durch &y = a(By) = [B«(X)](1dx) gegeben ist. Das Bild von idy in heny x (X) ist die
kanonische abgeschlossene Einbettung j: X < C” x S, und es gilt:

[B5" © Brays(OIG) = B3 COITG1). - T Gn))
(ti—>7Gi)) = j*Ecnxs

Wir erhalten also éx € Fy(X) alsdie durch éx oy p = j*£cnxs eindeutig bestimmte
Abbildung. Das folgende kommutative Diagramm beschreibt fiir x € X die Beziehung
zwischen &y x und £cnxs x:

(ﬂ;P)x *
Ocnxs 1, oo ta] ——— Ox [t ooy tn] ——— (e sd)

S(C”XS,xlliHﬁl (zi) (™ écnxs)x Jm—ix (P1(z:) Jsx,x (4.2.¢)

(O(C"XS,x p (OX,x _ (OX,x
Jx
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(c) Ist o eine beliebige endlich priasentierte ()g-Algebra, dann existiert eine offene
Uberdeckung (Si)ier von S, so dass

s, 2 Oslty, oo tu; 1/ (fists oo fimi) s

wobei die f; ; Schnitte aus I'(S;, Os[t1, ..., ty;]) sind. Bezeichnet j;: S; — S die ka-
nonischen Inklusion, dann haben wir fiir alle komplexen Raume (7, =7) liber S; die
folgende natiirliche Isomorphie:

Fy/s; = Fgoligys(T) = Homg,_ag((ji o 77)* L, O1)
~ Homg,—alg(77(4s;), 01) = Fays (T)
Nach (b) ist Fg s; (T') darstellbar in der Kategorie der komplexen Raume iiber S;,
folglich ist Fy, s, ebenfalls darstellbar.

Sei (T, ) ein komplexer Raum iiber S. Indem U die offenen Mengen von T
durchléuft, erhalten wir eine Prigarbe U v Fy(T|y) auf T'. Fur Fy(T|y) gilt:

Fy(Tiy) = Homg,, —ag(77 iyt O1v)

= Homg, , —ag((r7 © j)*4, Orv)

HomwT\U—alg((”;‘ﬂ)\Uv @T|U)

[

Wir sehen somit, dass die Pragarbe U ~> Fy(T|y) nichts anderes ist als die Garbe
Homg.,.—aig(n7.54, Or) der Keime von (g-Algebrahomomorphismen.

Aus [TCGATV] Corollaire 5.7, S. 26] ergibt sich nun die Darstellbarkeit von Fy
in der Kategorie der komplexen Raume tiber S. O

4.3. Der Funktor Gy . Es sei S ein komplexer Raum und & eine endlich prisen-
tierte Og-Algebra. Wir betrachten den Funktor Gy : (€o/5)° — €ns von der Kategorie
der komplexen Raume iiber S in die Kategorie der Mengen, welcher durch

Ga(T) = Homgg_aig(st. 7, Or)
fiir komplexe Raume (7, =) liber S und

Hom(ﬁsfalg(&qa 7T*T,(9T') - Hom(ﬁsfalg(&ga n*T(ﬂT)

Gu(f): { (4.3.2)

o +— I fow
fir Morphismen f: (T, ) — (T’, w7/) von komplexen Raumen iiber S definiert ist.
Fiir alle komplexen Raume (7', 7) iiber S induziert die in 7" natiirliche Isomorphie

b
Fu(T) = Homg, _ag(* 54, Or) — Homg _a1g(A, 7:07) = G (T)

einen funktoriellen Isomorphismus Fyy —> Gg. Wir erhalten daher als unmittelbare
Konsequenz von Satz

SATZ 4.3.1. Der Funktor Gy ist darstellbar in der Kategorie der komplexen Rdume
tiber S. Ist (X, Ex) eine Darstellung des Funktors Fy, so wird Gy durch (X, S}’() darge-
stellt.

Wir wollen nun fiir x € X die Beziehung zwischen S(I’Cnx 5. und %)m beschrei-
ben. Nehmen wir dazu an, dass o >~ Os|ty, ..., ;] /¥ ist, wobei # ein Ideal ist, welches
von globalen Schnitten fi, ..., fm € T'(S, Os[t1, ..., 4]) erzeugt wird. Fiir s := mx(x)
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ist dann Ay ~ Os 4[t1, ..., 1,]/Fs, und wir erhalten aus (4.2.¢) das kommutative Dia-
gramm:

P
@S,S[le“'»t}’l] @S,s[llvm’tn]—%ﬂs

id®1 id®1 id®1
id®7, poid
Os slt1s oo ta] ®0g  Ocrnxs,x —— Ossti, ... ta] ®0s , Ox,x — s 0., Ox,x

2 2 2

(% P)x
Ocns xltrs oo tn) ————————— Ox 11 oo ] —— s (mhst)

X

Ecnxs.x | tirP1(zi) (*Ecnxs)x | timJjx (P1(zi)) Ex x

~

(OC”XS,X = 4 @X,x mX,x
Jx

Die Komposition der rechten bzw. linken vertikalen Abbildungen sind dabei gerade
§('EX S.x und §§,’x. Sei £ wie in Teil (b) des Beweises von Satz @ definiert. Dann
erzeugt das Bild von #; unter S("C,,X S.x das Ideal #,, und wir erhalten das folgende
kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

0 2 Os.slt1 ooos tn] —2— ot 0
l E(an xS,xJ{ J{E};(x (43b)
0 Py Ocrxs x = Ox x 0

Jx

Nach Satzist S('E:nx s, die kanonische Injektion, und wir erhalten somit:

KOROLLAR 4.3.2. Ist (X, &x) eine Darstellung des Funktors Fy, so ist Sg, ein Mo-
nomorphismus.

4.4. Die funktoriellen Isomorphismen 4 und y . Ist (X, £x) eine Darstellung des
Funktors Fy, so ist durch das Element £y € Fy(X) der funktorielle Isomorphismus
hy =5 Fy bestimmt, welcher nach Theorem [2.2.1] gegeben ist durch:

hy(T) — Fu(T)

6 > (Fal@®)(Er) = ¢*6x (442)

Ba(T) := [BEX)NT): {

Entsprechend bestimmt das Element E)b( € Gg(X) den funktoriellen Isomorphismus
hy = Gg:

hy(T) = Gu(T)

~ 4.b
b (Gu@)Ey) =nXory 4P

va(T) = [BENT): {

§ 5. Definition des analytischen Spektrums

Wir zeigen in diesem Paragraphen, dass wir einen Funktor von der Kategorie der end-
lich prasentierten Os-Algebren in die Kategorie der komplexen Raume iiber S erhal-
ten, indem wir jeder endlich priasentierten (g-Algebra eine Darstellung der Funktoren
Fy b.z.w. Gy zuordnen.



§ 5. DEFINITION DES ANALYTISCHEN SPEKTRUMS 21

5.1. Der komplexe Raum Specan(sf). Ist o eine endlich prisentierte Os-Algebra,
so nennen wir ein darstellendes Objekt der Funktoren Fy und Gy ein analytisches
Spektrum von . Nach Korollar[2.3.4]ist das analytische Spektrum einer endlich pra-
sentierten (Jg-Algebra nur bis auf natiirliche Isomorphie eindeutig bestimmt. Wir wih-
len daher fiir jede endlich priasentierte Og-Algebra & in der [somorphieklasse der ana-
lytischen Spektren von & einen Reprasentanten und bezeichnen ihn mit Specan().
Dabei wahlen wir das in Teil (b) des Beweises von Satz konstruierte analyti-
sche Spektrum, wenn & ~ Os|ty, ..., t,]/.¥ ist, wobei # ein von endlich vielen globalen
Schnitten erzeugtes Ideal ist.

5.2. Der funktorielle Morphismus F,, . Essei¢: 83— s ein Morphismus von end-
lich prasentierten Og-Algebren. Fiir jeden komplexen Raum (7', ) tiber S sei:

Homy, _ag(r7 4, 0r) —> Homy, a1g(77%B, O1)
Fo(T): =Fy(T) =Fg(T) (5.2.a)
©w = womrg

Wir zeigen, dass F,, einen funktoriellen Morphismus Fg — Fg definiert. Dazu miissen
wir zeigen, dass fiir alle Morphismen f: T — T’ von komplexen Raumen tiber S das
Diagramm

F
Fa(T) —D F (1)

Fw(T/)T TF«:(T)

Fa(T’ Fa(T
a( )W@()

kommutativ ist. Sei also w € Fg(T’), dann ergibt sich folgende Rechnung:
[Fo(T) o Fa(N)]@) = [Fo(D(f*0) B [Twonte & [rwo o /)
~ ffoo fY(are) = [fHwonge)
[Fa())( o w5.9) = [Fa(f) o Fo(T](@)

5.3. Der funktorielle Morphismus G, . Betrachten wir nun den adjungierten Fall.
Sei dazu ¢: B — « wieder ein Morphismus von endlich priasentierten Os-Algebren.
Fiir jeden komplexen Raum (7, rr) iiber S setzen wir:

Homgg _qig(st. 71 O7) — Homgg_a1g(B. 7] O1)
G,(T): =Gu(T) =Gg(T) (5.3.2)
w = wog
Um zu verifizieren, dass G, einen funktoriellen Morphismus Gg — Gy definiert, ist
fir alle Morphismen von komplexen Raumen f: T — T’ iiber S die Kommutativitit

des Diagrammes

Gu(T") —21) ., Gy(T)

GW(T/)T TGw(T)

Gg(T' Gg(T
a( )W a(T)

zu Uberpriifen. Sei also w € Gg(T"), dann ergibt sich folgende Rechnung:
[Go(T) 0 Ga( (@) L [Go(MG] fow) = al fowog
[Gau(@)](@ o ¢) L [Ga(@) 0 Go(T]()
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5.4. Der Funktor & »> Specan(sf). Sei ¢: B — o ein Morphismus von endlich
prasentierten Og-Algebren, und seien X := Specan(sf) und Y := Specan(%) die ana-
lytischen Spektren von & und 9. Dann gilt (F,)Y = (G,)Y, denn nach Konstruktion
ist das folgende Diagramm kommutativ:

hy (T) —————hy(T)

A«(T)J Jﬂ@(T)
Fo(T)

ya(m) | Foy(T) ———— Fa(T) ) va(T) (5-4.2)

l e b7

Guy(T) ——— Ga(T)

Wir setzen nun Specan(y) := (Fy)Y = (G,)" und behaupten, dass hierdurch
ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der endlich prisentierten (s-Algebren
in die Kategorie der komplexen Raume iiber S definiert ist. Wir zeigen dazu, dass
die Funktoren Fg zusammen mit den funktoriellen Morphismen F,: Fy — Fg die
Voraussetzungen von Korollar [2.3.5erfiillen. Sei also w € Fy(T'), dann gilt:

[Fig,,(D(w) = wongidy = w

Folglich ist Fiq,, = idp . Ist € i) B-L5 o die Komposition zweier Morphismen von
endlich présentierten Og-Algebren, dann gilt fiir alle w € Fy(T'):

[Fpoyp (D](@) B wont(poy) = (wonke)oniy
[Fy (T) o Fp(T)](@)

Die Funktoren Gy zusammen mit den funktoriellen Morphismen G, : Gy — Gg er-
fullen ebenfalls die Voraussetzungen von Korollar[2.3.5} Ist o eine endlich présentierte
Os-Algebra, dann ergibt sich fiir alle w € Gy (T'):

[Gigy(D(w) = woidy =
Esist also Giq,, = idg,,. Ist € <, B L5 o die Komposition zweier Morphismen von
endlich présentierten Og-Algebren, dann gilt fiir alle w € Gy(T):
[Gooy (DN(@) = wopoy B Gy (T) 0 Gp(T))()

SATZ §5.4.1. Es sei ¢: B — A ein Morphismus von endlich prdsentierten Og-Alge-
bren, (X, x) := Specan(sf), (Y, ny) := Specan(RB) und f: X — Y ein Morphismus
von komplexen Rdumen iiber S. Dann ist f = Specan(g) genau dann, wenn eines der
folgenden dquivalenten Diagramme kommutativ ist:

x Tx ¥ x
Ty B ———— Ty A
f*Eyl Jsx (5.4.b)
Oy —= 0y

B—

E?J l%’( (5.4.¢)

nZ@Yﬁnf(ﬂx
i f
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Beweis. (=) Sei f = Specan(g), dann folgt die Kommutativitdt der beiden Dia-
gramme aus Satz[2.3.1}

Ex oo = [Fp(X)(Ex) = (Fa())(Ey) = [*&y
£y 09 = [Go(X)(EY) = (Ga(/))(EY) =) [o &)

(&) Ist eines der beiden Diagramme kommutativ, so erfiillt f die Figenschaft
von Satz[2.3.1} Aufgrund der Eindeutigkeit folgt /* = Specan(g). a

KOROLLAR 5.4.2. Essei@: Os[ty, ..., ty]— s ein Morphismus von endlich prisentier-
ten Os-Algebren, X := Specan(sf) und f: X — C" x S ein Morphismus von komplexen
Rdéumen tiber S. Dann gilt f = Specan(g) genau dann, wenn

FGi) =& oot (5.4.d)
fiiri = 1,...,n gilt, wobei 3; € T(C" x S, Ocnxgs) die i-te Koordinatenfunktion von
C" x S bezeichnet.

Beweis. Nach Satz[5.4.1)gilt f/ = Specan(¢) genau dann, wenn das folgende Dia-
gramm kommutativ ist:

4
@S[llv"-vtn] -9«
sgnxsl Jé}}
C"xS X
T Ocnxs — wy Ox
* X :rrfnxsf *

Die Abbildung f ist durch die Schnitte f (3i) € T'(X,0x) eindeutig bestimmt
(vgl. Satz [3.4.1). Folglich ist obiges Diagramm genau dann kommutativ, wenn fir
i=1,..ngilt

fGi) = 7SS fothust) = Exoopt) O

SATZ 5.4.3. Es sei ¢: B — A ein Epimorphismus von endlich prdsentierten Og-Al-
gebren. Dann ist Specan(¢): Specan(sf) — Specan(AB) eine abgeschlossene Einbettung.

Beweis. Sei X := Specan(sf), Y := Specan(%) und f := Specan(¢). Da ¢ epi-
morph ist, ist Gy (T): G4(T) — Gg(T) fiir alle komplexen Rdume 7 iiber S injektiv.
Anhand des Diagrammes sehen wir somit, dass hy(7") ebenfalls injektiv ist. Die
Abbildung 1 ist also ein Monomorphismus [LCE] 1.2, S. 3]. Dies ist gleichbedeutend
damit, dass | f|: |X| — |Y| injektiv und f;: Oy, r(x) = Ox,x fir alle x € X surjektiv
ist [CAG] 0.4, S. 3].

Es bleibt somit zu zeigen, dass | /| abgeschlossen ist (vgl. [CAG] 0.23, S. 19]).
Wir zeigen dazu, dass f eigentlich ist [BGT] I, § 10.1, Proposition 2, S. 98]. Nach
[CAS] 9.2.4, S. 175] ist f eigentlich, wenn fiir alle y € Y eine Umgebung V von y
existiert, so dass f~!(V) kompakt ist. Es reicht somit zu zeigen, dass fiir alle s €
S eine Umgebung U von s existiert, so dass jf‘n);l(U): ' (U) — n;l (U) eigentlich
ist. Wir konnen daher im Folgenden annehmen, dass B ~ 0Ug[t, ..., t,]/.# ist, wobei
¥ ein von globalen Schnitten erzeugtes Ideal ist. Wir haben dann ein kommutatives
Diagramm mit epimorphen Abbildungen wie folgt:

oA «—— Os[ty, ..., 1]

N
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Die Konstruktion des analytischen Spektrums (vgl. Teil (b) des Beweises von Satz
ergibt nun das folgende kommutative Diagramm:

X—2X s crxs

o

Dabei bezeichnen jy und jy die abgeschlossenen Einbettungen, welche X und Y
als abgeschlossene komplexe Unterrdume von C” x S realisieren. Die Komposition
| j¥| o | f] ist eigentlich, da jx als abgeschlossene Einbettung eigentlich ist. Zusam-
men mit der Injektivitit von |jy| ergibt sich, dass | f| eigentlich ist [BGT] I, § 10.1,
Proposition 5, S. 99]. O

§ 6. Grundlegende Eigenschaften

Wir betrachten zunédchst das Verhalten des analytische Spektrums hinsichtlich Pro-
duktbildung und Basiswechsel. Im Anschluss untersuchen wir den Zusammenhang
zwischen den Halmen einer endlich préasentierten (g-Algebra und den Fasern des zu-
gehorigen analytischen Spektrums.

6.1. Produkte und Basiswechsel. Nach Satz[4.1.2]ist das Tensorprodukt von end-
lich présentierten Og-Algebren wieder endlich priasentiert. Fiir das analytische Spek-
trum des Tensorproduktes gilt:

SATZ 6.1.1. Es seien A und B endlich prisentierte Os-Algebren sowie (X, £x) und
(Y, &y) Darstellungen der Funktoren Fy und Fgg. Dann wird der Funktor F¢®@Sg3 durch
das Paar (X xs Y, Exxgy) dargestellt, wobei xxgy die durch

Exxsy o i1 = piéx und Exxgy o iy = pyéy (6.1.a)
eindeutig bestimmte Abbildung bezeichnet. Die Darstellung des Funktor Gﬂ@ms% ist ge-
geben durch das Paar (X xs Y, S}’(XSY), wobei éngSY die durch

Eyugyoil = TXPro&y und &, yoir=nlpro&y (6.1.b)
eindeutig bestimmte Abbildung bezeichnet.

Beweis. Fiir alle komplexen Raume (7', w7) liber S haben wir die folgenden na-
tiirlichen Isomorphien:

Fugea(T) = Homg,_alg(77 (s ®os B), Or)
>~ Hom@T_alg(n;&d Ror ﬂ;%, (OT)

~ Homg, _aig(77s4, Or) x Homg, _q1¢(77 B, Or)

=Fy(T) =Fg(T)
~ Homg(7, X) x Homg(7,Y)
~ Homg(T, X x5 Y)

Das Element der Darstellung erhalten wir, indem wir fiir 7 = X Xy Y das Bild von
idy xsy unter den obigen Isomorphien bestimmen:

dyxsy =~ (p1.p2) =~ (pTéx. P3Ey)
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Analog haben wir im adjungierten Fall die folgenden natiirlichen Isomorphien:
Gugoga(T) = Homgg aig (4 ®0s B, 7/ Or)

~ Homgg—alg(st, 7] O7) x Homgg—a1g(%B, 71 O7)

=Gy(T) =Gg(T)
~ Homg(7, X) x Homg(7,Y)
~ Homg(7,X x5 7Y)
Das Element der Darstellung ergibt sich wie folgt:
idyxsy =~ (p1.p2) = (nf¥pio&y. nf Proky) U
KOROLLAR 6.1.2. Es seien s§ und B endlich prisentierte Os-Algebren. Dann gibt es
einen natiirlichen Isomorphismus.
Specan(sf ®gg B) —> Specan(sf) x5 Specan(R)
In Satz[4.1.3]hatten wir gesehen, dass das analytische Urbild einer endlich prisen-

tierten ()s-Algebra wieder endlich prasentiert ist. Fiir das analytische Spektrum gilt in
diesem Fall:

SATZ 6.1.3. Es sei ¢: S’ — S ein Morphismus von komplexen Rdumen, A eine
endlich prisentierte Os-Algebra und (X, £) eine Darstellung des Funktors Fg. Dann wird
der Funktor F y«gq durch das Paar

(X x5 S', piéx)
dargestellt. Dabei bezeichnet py: X xs S’ — X die Projektion auf den ersten Faktor.

Beweis. Der Funktor Fy«g ist isomorph zu Fg,g/, denn fiir jeden komplexen
Raum 7 iiber S haben wir die folgende natiirliche Isomorphie:
F(ﬂ*&f(T) = Hom(ngalg (ﬂ;(p*&gs (OT)
Homg, —aig((¢ o 77)*d, Or) = Fyoisys(T)
Die Aussage folgt somit aus Satz[2.4.3] O

1

KOROLLAR 6.1.4. Esseip: S’ — S ein Morphismus von komplexen Réumen und 4
eine endlich prisentierte Og-Algebra. Dann gibt es einen natiirlichen Isomorphismus:

Specan(p*sf) = Specan(sf) xg S’
6.2. Fasern iiber Punkten des Basisraumes. Sei S ein komplexer Raum, & eine
endlich prisentierte Og-Algebra und (X, £x) eine Darstellung des Funktors Fy. Sei

weiter s € S und X; := X xg {s} die Faser iiber 5. Bezeichnet j: X; < X die kano-
nische Injektion, dann wird nach Satz[6.1.3|der Funktor F;+g durch

(X x5 {s}, PTSX)
dargestellt. Das heilt, es gilt: X; = Specan(j *«f). Fir die Punkte der Fasern gilt:

SATZ 6.2.1. Es sei o eine endlich priisentierte Os-Algebra und (X, £x) eine Darstel-
lung des Funktors Fy. Dann gibt es fiir alle s € S eine Bijektion zwischen den Punkten
der Faser iiber s und den maximalen Idealen von s, welche mg s enthalten:

Xy = X xg {s} => {p C o : pmaximal, p D ms,s&fs}

X (E) T (mr)
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Beweis. Der Funktor F;+y wird durch das Paar X, = X xg {s} dargestellt. Das
bedeutet, wir haben insbesondere fiir den komplexen Raum {s} eine Bijektion:

.Bj*,ﬂ({s})
hy, ({s}) = Homgy ({s}, Xs) —————— Homc_aig(j "o, C) = Fj=a({s})

Da der komplexe Raum {s} reduziert ist, sind die holomorphen Abbildungen {s} — X
bereits durch die Abbildungen der unterliegenden topologischen Raume eindeutig be-
stimmt [CAG] 0.20, S. 15]. Demnach erhalten wir eine Bijektion

Xy = Homyg ({5}, Xs),

indem wir jedem x € X; die Abbildung s > x zuordnen. Betrachten wir nun die C-
Algebramorphismen j*s — C. Diese stehen in Bijektion zu den maximalen Idealen
von j*«f und es gilt:

'~ T ®-19, C ~ oy Qug, Us.s/mss ~ sl/mg s

Wir erhalten somit die folgenden Bijektionen:
Home_aig(j*#, C) =~ {qC ss/mg : qmaximal }
~ {pC s pmaximal, p D mg s }
Sei f € Homg({s}, Xs) und x := f(s). Dann gilt fiir das Bild der Abbildung f in
Homc_a14(j "4, C):
[Bisa (DI = " (PT&x) = (p1o /)7 Ex ®pop)-toy idc

Ex,x ®oy . 1dc

[

Anhand des folgenden kommutativen Diagrammes

b
SX X

id® 1 éx.
o, ! Ay ®aog , Ox s Ox x

id® IJ( Jid@ 1 J{id@ 1
£x x®id

As @05, C — " (s ®os, Ox,x) oy, C —"—— Ox x ®0y , C
—_———— —_———
~ As/mg s Sts ~Ag/mg gols = j*sd ~C

sehen wir, dass die Abbildung f*(p7éx) = &xx ® idc durch das maximale Ideal
(5}’(’)6)_1 (mx,x) ® C induziert wird. O

Fiir x € X seip : (SXX) (mXx) Dann ist SX (@) fir alle a € s — p eine
Einheit in Oy . Folglich faktorisiert EX iiber die Lokalisation von Ay beziiglich p

(siehe z.B. [ICAl Proposition 3.1, S. 37]):

b
A —>(9Xx

N, e

(&qs)p

Fiir die Komplettierung der Abbildung ¢x . gilt:

SATZ 6.2.2. Die Abbildung @ : @ e @X,X ist ein Isomorphismus.
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Beweis. Da es sich um eine lokale Aussage handelt, konnen wir ohne Einschrin-
kung der Allgemeinheit annehmen, dass o >~ Og[tq, ..., 1,]/¥ ist, wobei # ein Ideal
ist, welches von globalen Schnitten f1,..., fi, € ['(S, Os[ty, ..., ty]) erzeugt wird. Sei
s 1= nx(x), dann ist s >~ Os ([t1, ..., t,] /%, und wir haben das folgende kommutati-
ve Diagramm mit exakten Zeilen (vgl. (4.3.5)):

0 3 Os.5[t1s oo tn] —2— s 0
l SC’)C"xS,xl lsg(x (6.2.3)
0 fx @C”xs,x = @X,x 0
Jx

Dabei ist % das von é)b( +(Fs) in Ocnxs x erzeugte Ideal. Es bezeichne nun sy, ..., s; die
Erzeuger des maximalen Ideales mg ;. Dann wird das Ideal

o (&b —1
q:= (§cxsx) (MCxs.x)
von sy, ...,87, 1 — X1, ...,y — X, erzeugt, wobei x; := (p1(z;))(x) € C der Wert von

P1(z;) an der Stelle x ist. Da Lokalisation exakt ist, erhalten wir aus (6.2.a)) das fol-
gende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

00— (#)qg — (Ossltr. ... tal)q (sts)s 0
J{ ‘/’(CnxS‘xJ J((OX’X (62b)
0 ..¢x (O(C”XS,X = (9X,x 0

Jx

Es bezeichne n das maximale Ideal von ((Os,s[ll, . t,,])q. Dann wird n von den Ele-
menten

51 Sp 11— X1 In — Xn
R L R
erzeugt, und wir haben:
Si b
QD(C"xS,x(Tj) = SC"XS,X(S]') = S
penxsx (B5E) = &bcnxs,x(ti —-xi) = pilz)—x;

Die Bilder der Erzeuger von n sind somit gerade die Erzeuger des maximalen Ideales
menxs,x. Wir sehen somit, dass gcrnxs,x fiir k& > 0 einen Isomorphismus von C-
Vektorrdumen

nk k1 l)mgc(,x/m;c(—:cl
induziert. Insbesondere ist die induzierte Abbildung der assozierten graduierten Ringe
bijektiv. Mit [[CA] Lemma 10.23, S. 112] folgt, dass @cnxs x ein Isomorphismus ist.
Da das Bild von (), unter gcnxs,x das Ideal 4, erzeugt, induziert gcnxs x einen

Isomorphismus:

(#)q => I
In der Komplettierung des Diagrammes sind also die beiden linken vertikalen
Abbildungen Isomorphismen. Folglich ist auch die rechte Abbildung, das hei3t ¢y x,
ein Isomorphismus. O

§ 7. Spezielle Abbildungen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass der Strukturmorphismus, Projektionen, die Dia-
gonalabbildung und die konstanten Abbildungen von analytischen Spektren durch
Morphismen der endlich prasentierten Algebren induziert werden.
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7.1. Strukturmorphismus. Sei S ein komplexer Raum und & eine endlich pré-
sentierte Og-Algebra sowie (X, my) := Specan(«) das analytische Spektrum von .
Betrachten wir die kanonische Abbildung 7y : Og — &f. Dann ist Specan(ng): X — S
gegeben durch 7y, denn die Menge Homg (X, S) hat genau ein Element.

7.2. Projektionen. Sei S ein komplexen Raum, und seien & und % endlich pra-
sentierte OUs-Algebren sowie X := Specan(sf) und Y := Specan(%) die analytischen
Spektren von &f und 2. Ist

. g — AQus B
i:
! a a® 1

die erste kanonische Injektion, dann ist Specan(i;) = py, wobei py: X xg Y — X die
Projektion auf den ersten Faktor bezeichnet. Dies folgt aus Satz[5.4.1] denn es gilt

b . EB X~ b
sXxSYOll = 7 P1oéy,

und somit ist kommutativ:

A —>i1 ARog B

s@{ jsx

XxsY
”5(91\’ — g S Oxxsy
7 B

Entsprechend gilt fiir die zweite kanonische Injektion Specan(i;) = p,, wobei
p2: X xs Y — Y die Projektion auf den zweiten Faktor bezeichnet.

7.3. Diagonalabbildung. Sei S ein komplexer Raum und & eine endlich présen-
tierte Og-Algebra sowie X := Specan(sf) das analytische Spektrum von &. Wir defi-
nieren:

AQos A — oA
A‘ﬁ .
a®b = a-b
Fiir £ = 1,2 bezeichne p;: X x¢ X — X die Projektion auf den k-ten Faktor und
ix: A — A ®pg A die k-te kanonische Injektion. Dann gilt:
pi o Specan(Ay) = Specan(iy) o Specan(Ay) = Specan(Agy o iy)
= Specan(idy) = idy
Folglich ist Specan(Ay) die Diagonalabbildung Ay : X — X x5 X.

7.4. Konstante Abbildungen nach C x §. Sei S ein komplexer Raum und & eine
endlich priasentierte Og-Algebra sowie X := Specan(«) das analytische Spektrum von
. Wir definieren fiir A € I'(S, Os):

{ Osl] — st
)\&g .
t > A
Bezeichnet Ay : X — C x § die durch A - 1 € I'(X, Ox) induzierte Abbildung, dann
gilt Specan(Ay) = Ay, denn es gilt
() = Al = Exoha(D),
und somit folgt die Behauptung aus Korollar[5.4.2}



KAPITEL III

Komplex analytische Kegel

In diesem Kapitel fithren wir den Begriff des komplex analytischen Kegels ein. Wir
beginnen mit der Definition eines Kegels als algebraische Struktur in der Kategorie
der Mengen und tibertragen dann diese Definition eines Kegels auf die Kategorie der
komplexen Raume tiber S.

§ 8. Kegel in der Kategorie der Mengen

Wir geben in diesem Paragraphen zunéchst die Definition eines Kegels und betrachten
dann speziell Kegel, die Teilmenge eines C” sind.

8.1. Kegel als algebraische Struktur. Im Folgenden bezeichne A4 einen kommuta-
tiven Ring mit Eins. Ein A-Kegel ist ein Tripel (X, i, ) bestehend aus einer Menge X,
einer Verkniipfung

A,x) > Ax ’

genannt Multiplikation, und einem ausgezeichnetem Element e € X, genannt die Spit-
ze des Kegels, so dass fiir alle Ay, A, € 4 und alle x € X die folgenden Axiome erfiillt
sind:

AxX — X
w:

(Air2)x = A1(A2x) (8.1.a)
Ix = x (8.1.b)
0x = e (8.1.0)

Jeder unitire A-Modul {iber einem kommutativen Ring mit Eins ist ein A-Kegel mit
dem neutralen Element der Addition als Spitze. Insbesondere ist jeder kommutative
Ring mit Eins ein Kegel iiber sich selbst.

Ein A-Kegel Y heil3t A-Unterkegel von X, wenn Y C X ist und die von X auf Y
induzierte Multiplikation mit der von Y iibereinstimmt. Eine Abbildung ¢: X — Y
von A-Kegeln heiBt A-Kegelhomomorphismus, wenn fiir alle A € A und alle x € X
gilt:

p(Ax) = Ap(x)

LEMMA 8.1.1. Es sei ¢: X — Y ein A-Kegelhomomorphismus. Dann ist ker ¢ ein
A-Unterkegel von X und im ¢ ein A-Unterkegel von'Y .
8.2. Kegelim C". Sei p = (py, ..., pn) € N". Dann heil3t die Abbildung
» CxC" — C™
MHen -
A X1, Xp) = (AP1xq, .., APnxy)

gewichtete Multiplikation vom Typ p und induziert eine C-Kegelstruktur mit Spitze 0
auf dem C”.

(8.2.2)

29
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Sind p = (p1,..., pn) € N" und ¢ = (q1, ..., ¢m) € N, so heilit eine Abbildung
0 = (@1,..., 0m) : C" > C™
quasi-homogen vom Typ p mit Grad q, wenn
QAP zy, o APz = AV @ (21, eones Zm)

fur j = 1,...,mund alle A, zq, ...,z, € C ist. Versehen wir C” und C™ mittels ge-
wichteter Multiplikationen vom Typ p bzw. ¢ mit einer C-Kegelstruktur, so ist eine
quasi-homogene Abbildung vom Typ p mit Grad ¢ insbesondere ein C-Kegelhomo-
morphismus. Zusammen mit Lemma folgt damit unmittelbar:

LemMA 8.2.1. Es sei ¢ : C" — C™ eine quasi-homogene Abbildung vom Typ p mit
Grad q. Dann ist die Nullstellenmenge von ¢ ein C-Unterkegel des C" mit gewichteter
Multiplikation vom Typ p.

Bemerkung. Fiir den Fall, dass die Multiplikation als komplex-differenzierbar
vorausgesetzt wird, werden wir in Korollar [12.4.3] von Kapitel [[V] sehen, dass die C-
Kegel, welche Teilmenge eines C” sind, genau die C-Unterkegel des C” mit geeigneter
gewichteter Multiplikation sind.

§ 9. Komplex analytische Kegel

Ausgehend von der Definition eines Kegels in der Kategorie der Mengen geben wir die
Definition eines komplex analytischen Kegels zunéchst in funktorieller Sprache. Wir
zeigen dann, dass komplex analytische Kegel auch mittels geeigneter kommutativer
Diagramme beschrieben werden konnen. AbschlieBend definieren wir Kegelmorphis-
men und betrachten einige Eigenschaften von komplex analytischen Kegeln.

9.1. Definition komplex analytischer Kegel. Sei S ein komplexer Raum. Ein kom-
plex analytischer Kegel tiber S ist ein komplexer Raum X {iber S zusammen mit einer
funktoriellen hcxs(7)-Kegelstruktur auf hy (7) fiir alle komplexen Raume T iiber
S. Das heiBt, dass (hx (T), hy, (T), Ony () fiir alle komplexen Rédume T iiber S ein
hcxs(T)-Kegel ist und zusétzlich h,, und

hg(T) —  hx(T)

T = OhX(T)

hey (T) : {

funktorielle Morphismen sind.

Die Kategorie der komplexen Raume iiber S ist eine Kategorie mit endlichen Pro-
dukten und einem Endobjekt, gegeben durch S. Wie der nichste Satz zeigt, kdnnen
komplex analytische Kegel auch durch kommutative Diagramme charakterisiert wer-
den.

SATZ 9.1.1. Ein komplexer Raum (X, ) tiber S ist genau dann ein komplex ana-
Iytischer Kegel iiber S, wenn es Morphismen py: (C X S) x¢ X > X undexy: S —> X
von komplexen Riumen tiber S gibt, so dass die Diagramme

HCxs Xidy

CxI)xs(CxI)xs X —————— (CxS) xs X
idstxﬂxl lux (9.1.2)
(CxS)xs X X

[22¢
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1y xidy

Xxs X — % L (Cx8)xs X

AXT lux (9.1.b)

X - X

idy

Ox xidy

Xxg X ——X L (Cx8)xs X

AXT Jux 9.1.0)

X X

exony

kommutativ sind. Dabei bezeichnet Ayxy: X — X Xxs X die Diagonalabbildung,
Ucxs: C x § - C x S die auf C x S durch C induzierte Multiplikation und
Ox,lx: X — C x S bezeichnen die konstanten Funktionen.

Beweis. Erfolgt analog zum Beweis der entsprechenden Aussage fiir Objekte mit
Gruppenstruktur. Siehe z.B. [TCEl Theorem 4.1, S. 75]. O

Wir nennen die Abbildung pyx: (C x S) xs X — X die Multiplikation und die
Abbildung ey : S — X die Spitze des Kegels.

Bemerkung. Nach Satz[2.4.1] haben wir fiir einen komplexen Raum X iiber S die
folgenden natiirliche Isomorphismen:

(CxS)xsg X =CxX
CxS)xs(CxS)xsg X =SCxCxX

Fassen wir die Multiplikation von X als Abbildung C x X — X auf, so konnen wir
die drei kommutativen Diagramme - auch wie folgt formulieren:

px o (e xidy) = px o (idc x px) (9.1.d)
px o (ly xidy) o Ay = idy (9.1.¢)
pux o (0x xidy)o Ay = exony (9.1.1)

Dabei bezeichnet puc die Multiplikation in C und Oy, 1y : X — C bezeichnen die
konstanten Funktionen.

9.2. Elementweise Multiplikation. Sei X ein komplex analytischer Kegel iiber S
und A € I'(S, Os). Bezeichnet Ay : X — C x S die durch A induzierte Abbildung, dann
erhalten wir durch die Komposition der Abbildungen

Ax xid
X =2 L xxex 2 xSy xs X —X L x

eine Abbildung ;L;‘( : X — X, welche wir als elementweise Multiplikation mit A bezeich-
nen. Anhand der Kegelaxiome - ergeben sich unmittelbar die folgenden
Eigenschaften:

pyop = pi7 firalle A, n e I'(S,0s)

py = idy

0
MUy = €exoTnx
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9.3. Die Os-Algebra Ox|s. Sei (X, nx) ein komplex analytischer Kegel tiber S
mit Mulitplikation py und Spitze ex. Dann ist ex ein Schnitt der Projektion my,
denn aus der Kommutativitit von

hey (T)
hs(T) ——————— hx(T)

hidg& A 1)

hg(T)

fir alle komplexen Raume 7 tiber S folgt mittels Korrollar dass my o ey =
idg ist. Insbesondere ist ey ein Monomorphismus. Das heilit |ex| ist injektiv und ey
surjektiv. AuBerdem ist |ex (S)| abgeschlossen in X und daher ist die Spitze ey eine
abgeschlossene Einbettung von S in X.

Indem wir S mit ex (S) identifizieren, konnen wir im Folgenden ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, dass S als abgeschlossener komplexer Unterraum von X
gegeben ist.

Sei also S als komplexer Unterraum von X gegeben, und bezeichne £ das Null-
stellenideal von S. Dann gilt e;l Ox = Ox|s und wir haben die folgende kurze exakte
Sequenz:

0—> A — Ox|s —> O5 —> 0 (9.3.2)

Durch die Abbildung e;lﬁx = 7x|s: Us — Ox|s wird Ox|s eine Os-Algebra und ey
ein Og-Algebramorphismus. Insbesondere gilt:

ey o fix|s = éx o ex' Ay = 7y oex = ids = idoy
Folglich spaltet die kurze exakte Sequenz und wir erhalten:

Oxis = 7xis(Os) ®u(Hs) =~ Us @ Is (9.3.b)

9.4. Morphismen von komplex analytischen Kegeln. Seien X, Y komplex analyti-
sche Kegel iiber S. Wir nennen einen Morphismus f: X — Y von komplexen Riu-
men liber S einen Morphismus komplex analytischer Kegel iiber S, wenn hy(T') fiir alle
komplexen Raume 7" tber S ein hexs(7)-Kegelhomomorphismus in der Kategorie
der Mengen ist. Die komplex analytischen Kegel liber S bilden mit den Morphismen
von komplex analytischen Kegel liber S eine Kategorie, welche wir mit Cone/s be-
zeichnen.

SATZ 9.4.1. Es seien X undY komplex analytische Kegel iiber S mit Multiplikatio-
nen puy und py. Ein Morphismus f: X — Y von komplexen Rdumen tiber S ist genau
dann ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln iiber S, wenn das folgende Dia-
gramm kommutativ ist:

((CxS)xSXM—X>X

id xfl lf (9-4.2)

(CXS)XSY;,L—Y>Y
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Beweis. Fiir einen komplexen Raum 7 ist hy(7T) genau dann ein hcxs(7T)-
Kegelhomomorphismus, wenn das folgende Diagramm kommutativ ist:

hU-X(T)
hexs(T) x hxy(T) ——— hx(T)

hjq (T) x hf(T)J lhf(T)

hexs(T) x hy (T) ———— hy(T)
hMY (T)
Nach Korollar ist dieses Diagramm genau dann fiir jeden komplexen Raum 7
iber S kommutativ, wenn das Diagramm kommutativ ist. O

KOROLLAR 9.4.2. Es sei X ein komplex analytischer Kegel iiber S mit Multiplika-
tion wy. Dann ist ;Lf‘\, fiir alle A € T'(S, Os) ein Morphismus von komplex analytischen
Kegeln iiber S. Ist . € C*, s0 ist y,g‘( ein Isomorphismus.

Beweis. Firalle A € I'(S, Oy) ist das folgende Diagramm kommutativ und somit
lh})} nach Satzein Morphismus von komplex analytischen Kegeln iiber S

id x (Ay,id id x
(C x S) xg X XD 8) xs (C x S) x5 X —H 5 (C x S) xs X

uxl lux

X O i) (CxS)xs X e > X

Ist A € C* so gilt u% o /J%‘;l= idy = uﬁ,ﬁlo . O

KOROLLAR 9.4.3. Essei f: X — Y ein Morphismus von komplex analytischen Ke-
geln X und Y iiber S mit Multiplikationen py und pwy. Dann gilt fiir alle A € T'(S, Og):

foug = wyof

Beweis. In dem folgenden Diagramm sind das linke und das rechte Rechteck kom-
mutativ:

A A id
X4X>XXSXX4XI>((C><S)XSXM—X>X

fl ror| Jia=s lf

—_—
Y Ay YXSYW(CXS)XSYTY

Die Kommutativitdt des mittleren Rechtecks und damit die Kommutativitit des dul3e-
ren Rechtecks ergibt sich nun wie folgt:

Ay xsidx) o (f xs f) = (Ayo f)xs [ = AxXs [
= (idcxs Xs f) o (Axy Xsidy) O
SATZ 9.4.4. Es sei f: X — Y ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln
tiber S, dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) Der Morphismus [ ist genau dann eine abgeschlossene Einbettung, wenn der Og-
Algebramorphismus fis: Oy|s — Ox|s surjektiv ist.

(2) Der Morphismus f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn der (Og-Algebramor-
phismus fis: Oy|s — Ox|s bijektiv ist.
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Bewelis. Die Notwendigkeit der Voraussetzung ist klar. Sei also umgekehrt
f\si Oy|s — Ox)s surjektiv. Wir zeigen, dass f eine Immersion ist. Sei dazu x € X,
y:= f(x)und s := 7x(x). Da f; surjektiv ist, ist / eine Immersion in s [CAG] 0.23,
S. 19]. Es gibt also eine Umgebungen U von s in X und eine Umgebung V vonsin Y,
so dass fjy: U — V eine abgeschlossene Einbettung ist. Aufgrund der Stetigkeit von
|pux | und |y | gibtes ein A € C* und eine Umgebungen W von x, so dass uf“\,(W) cU
und u%‘,(y) € V ist. Dann ist u%,(f(W)) =fo u}(W) C f(U) und somit

fiw = uy o fiv o Wy . (9-4.b)

eine abgeschlossene Einbettung, da ,uf‘Y und ,u'}, Isomorphismen sind. Betrachten wir
nun die Injektivitit. Da f ein S-Morphismus ist, reicht es Punkte in der gleichen Faser
zu betrachten. Sei also x’ € 73! (s) ein weiterer Punkt mit x # x’. Nachdem wir A
gegebenfalls verkleinert haben, kénnen wir annehmen, dass u)k( (x) und ,uf‘\, (x)in U
liegen. Dann ergibt sich:
S = iy e fouk() # My e fenk(¥) = f(x)

Es bleibt somit zu zeigen, dass f abgeschlossen ist. Wir zeigen dazu, dass f eigentlich
ist [BGTL I, § 10.1, Proposition 2, S. 98]. Nach [CAS] 9.2.4, S. 175] ist f eigentlich,
wenn fiir alle y € Y eine Umgebung K existiert, so dass f~!(K) kompakt ist. Sei
also y € n;l(s). Dann gibt es ein A € C* und eine Umgebung W von y, so dass
u)f,(W) C V ist. Da Y lokal kompakt ist, existiert eine kompakte Umgebung K von y
mit K ¢ W [BGT1 1, § 9.7, Proposition 9, S. 9o]. Dann ist

_ —1
UK = wy o fouy(K)
kompakt, denn fjy: U — V ist als abgeschlossene Einbettung insbesondere eigentlich.

R Die Notwendigkeit der Voraussetzung ist auch hier klar. Sei also umgekehrt
Jis: Oy|s — Ox s bijektiv. Dann ist f nach li eine abgeschlossene Einbettung und
anhand von (9.4.b) sehen wir, dass f lokal biholomorph ist. O

9.5. Produkte von komplex analytischen Kegeln. Sei A ein kommutativer Ring mit
Eins, und seien (X, ux,ex) und (Y, uy, ey) zwei A-Kegel in der Kategorie der Men-
gen. Dann ist das direkte Produkt X x Y zusammen mit der Abbildung

_ { AXXxY — XxY
P v e (i) ax ()
als Multiplikation und exxy := (ex,ey) € X x Y als Spitze ein A-Kegel.

Seien nun X und Y komplex analytische Kegel iiber S. Es bezeichne pxy und py
die Multiplikationen sowie ey und ey die Spitzen von X und Y. Indem wir fiir alle
komplexen Raume T iiber S die Menge hxxgy (7)) =~ hx(T) x hy (1) mit der oben
definierten Produktstruktur versehen, erhalten wir eine hexs(7)-Kegelstruktur auf
hyxsy (T'), welche funktoriell ist. Der komplexe Raum X xs Y wird auf diese Weise
zu einem komplex analytischen Kegel iiber S. Die Multiplikation piyxgy ist dabei
gegeben durch die Komposition der Abbildungen

Rx X[y

CxS)Xxs A xsY —> (Cx ) xs A xs (Cx )y xs Y —— X x5 Y,

und die Spitze ex v ist gegeben durch die Komposition der folgenden Abbildungen:

S—A—S—>stSzie—Y—>XxSY



KAPITEL IV

Die Dualitat von Kegeln und endlich prisentierten
graduierten Algebren

Sei S ein komplexer Raum, dann nennen wir eine endlich prasentierte graduierte Og-
Algebra @), o A, fiir die sfy = Oy gilt, eine Os-Kegelalgebra. Die Os-Kegelalgebren
bilden eine Kategorie, welche wir mit 2Algrj  bezeichnen. Diese Bezeichnung ist mo-
tiviert durch das Hauptresultat dieser Arbeit, welches besagt, dass die Kategorie der
Os-Kegelalgebren dual zur Kategorie der komplex analytischen Kegel {iber S ist, und
in diesem Kapitel bewiesen wird. Unsere Darstellung folgt der Originalarbeit [AMS8]
von AXELSSON und MAGNUSSON.

§ 10. Der Funktor @ : (Qtlgt(;s)° — Cone/g

Wir konstruieren in diesem Paragraphen eine Kegelstruktur auf dem analytischen
Spektrum einer Og-Kegelalgebra. Insbesondere zeigen wir, dass hierdurch ein Funk-
tor von der Kategorie der ()s-Kegelalgebren in die Kategorie der komplex analytischen
Kegel iiber S definiert ist.

10.1. Die Algebra Og[¢] und der Ring C x §'. Ein Ring in der Kategorie der kom-
plexen Raume iiber S ist ein komplexer Raum X iiber S zusammen mit einer funk-
toriellen Ringstruktur auf hy (7") fiir alle komplexen Raume 7 iiber S. Das heiBt, fiir
alle T ist hyx (T") ein Ring, und durch Addition und Multiplikation auf hy (7") werden
zwei funktorielle Morphismen hy x hy — hy induziert. Dies ist gleichbedeutend da-
mit, dass hyx (f): hx(T’) — hx(T) fiir alle Morphismen f: T — T’ von komplexen
Réaumen tiber S ein Ringhomomorphismus ist.

Bezeichnet S einen komplexen Raum, dann ist Us[t] eine endlich prisentierte Os-
Algebra, und Specan(Us|t]) ist gegeben durch C x S. Nach Satz[3.4.1wird der Funktor
Fr,1/s durch C x S dargestellt. Wir haben somit einen funktoriellen Isomorphismus

hexs = Fri/s -

Fiir alle komplexen Rdume 7 iiber S induziert die Ringstruktur von I'(T, Or) tliber
diesen Isomorphismus eine funktorielle Ringstruktur auf hexs (7). Auf diese Weise
wird C x S zu einem Ring in der Kategorie der komplexen Rdume iiber S. Die durch
I'(T, Or) auf hex s (T) induzierte Ringstruktur ist identisch mit der Ringstruktur, wel-
che von C durch den Basiswechsel C ~» C x S induziert wird. Wir definieren nun:

Os[t] — 0Us[t] ®0s Oslt]
Mms[]i{ L b e * (10.1.2)
o | 0511 — osl@e sl o)
skl e ®1+1®1 -

35
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Bezeichnen a¢c: C — C und puc: C — C die iibliche Addition und Multiplikation
von C, so sehen wir anhand der folgenden Rechnungen und Korollar dass
Specan(agg;]) = oc Xs ids =: acxs und Specan(uggs]) = Hc Xs ids =: pUcxs
ist:

dcxs(3) = @cxs(Pi(2)) = Proac(z) = pi(zeac)

= 51(Z1+22) = 31 +3 = Sf’czxsoaasm(t)

ficxs(3) = ficxs(Pi(2)) = Propuc(z) = pi(zopuc)
= Pi(z1°22) = 3132 = Epag 0 Rosin(t)

Dabei bezeichnen p: C x § — C und p;: C? x § — C? die jeweiligen Projektionen
auf den ersten Faktor.

10.2. Der assoziierte Kegel einer Og-Kegelalgebra. Sei S ein komplexer Raum.
Wir definieren fiir eine Os-Kegelalgebra of = @, » Abbildungen wie folgt:

K7l Os|t A
g : { — Usli] @ (10.2.3)

Yaw > D t"Qap

A o
ey s (10.2.b)
am > ap

SATZ 10.2.1. Es sei A eine Os-Kegelalgebra. Dann ist (X,nx) := Specan(s)
zusammen mit uy = Specan(uyg): (C x §) x¢ X — X als Multiplikation und
ex = Specan(ey): S — X als Spitze ein komplex analytischer Kegel iiber S.

Beweis. Es ist die Kommutativitit der Diagramme (9.1.a)-(9.1.¢) zu zeigen. Das
folgende Diagramm ist kommutativ:

Moo ®idy
Us[t] ®og Os[t] ®og 4 +———— Os]t] ®og 4

idog(e ®ﬂ&4 Tu&z

Oslt] ®og o i

Wenden wir den Funktor Specan auf das obiges Diagramm an, so erhalten wir mit
Satz das folgende kommutative Diagramm und damit die Kommutativitét von
Diagramm (9.1.a). Entsprechend folgt aus der Kommutativitit der beiden Diagramme
(vel.§2)

logr1 ®idg

AQog A+————— Os[t] Qps A

A&{ }w

A oA

idy

O@S 11 ®idg

AQog A+ Os[t] Qus A

A&{ %

A OUs A

g €y
die Kommutativitét der Diagramme und (9.1.d). Das bedeutet, X ist ein kom-
plex analytischer Kegel {iber S mit Multiplikation py und Spitze ey . O
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SATZ 10.2.2. Es sei ¥ : A — B ein Morphismus von Os-Kegelalgebren. Dann ist
Specan(y): Specan(B)— Specan(«) ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln
tiber S.

Beweis. Seinen iy und g definiert wie oben. Dann ist das folgende Diagramm
kommutativ:

st

id(ys[t] ® 1//1\ TW

Durch Anwenden des Funktors Specan auf das obige Diagramm folgt die Kommuta-
tivitit von:

ny

(CxS)xsY Y
idoxs X Specan(v/)l JSpecan(zp)
(Cx8)xs X ee X
Nach Satz[9.4.1]ist Specan(yr) somit ein Kegelmorphismus. O

Die Sétze|10.2.1lund[10.2.2| zeigen, dass das analytische Spektrum einen Funktor
®: o ~ Specan(sf) von der Kategorie der Og-Kegelalgebren in die Kategorie der
komplex analytischen Kegel iiber S induziert.

10.3. Der assoziierte Kegel eines Produktes von Og-Kegelalgebren. Seien &f und %
zwei Us-Kegelalgebren. Dann ist &f ®¢g B eine Us-Kegelalgebra, wobei fiir die homo-
genen Elemente vom Grad m gilt:

m
('94 ®(93 %)m = @ ot ®(95 Bm—i
i=0
Es bezeichne nun /14, g die Abbildung, welche durch die Komposition

Mg @ W, A
A @0y B ——25 Os[t] R A o Us|t] ®og B ——> Os[t] @05 A4 Qo B

gegeben ist, wobei A’ die Abbildung r ® a ® t ® b > t?> ® a ® b bezeichnet. Dann gilt
fir U C S offen und a,, ® by € 1 (U) @ogw)Bn(U):

Hstwo@(am ® bn) = A o g ® pa(am ® by)
A"®a®t"®b) = ""@a®b
Die Abbildung /igg, s entspricht somit der oben definierten Abbildung .

Bezeichnen wir die analytischen Spektren von & und %8 mit X und Y, so gilt
Specan(;m@,@sgg) = pxxgy (vgl Abschnitt. Als Konsequenz ergibt sich nun:

SATZ 10.3.1. Es seien 4 und B zwei Os-Kegelalgebren. Dann ist der natiirliche Iso-
morphismus
Specan(sf @gg B) — Specan(sf) x5 Specan(R)

ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln tiber S.
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10.4. Die Abbildung [Li'g. Es sei A = ,,5¢ Hm eine Us-Kegelalgebra. Wir defi-
nieren fiir A € T'(S, Os):

A { s — (10.4.2)

Hat Namw > Aay
Dann ist Specan(,udb@) = y,ﬁ,, denn ,u@ ist nichts anderes als die folgende Komposition:

Ay ®id A
A —L 05 ®eg A —22 s A @y A ——2 > o

§ 11. Der Funktor ¥: (Cone/s)° — Ql[gt:;s

Ziel dieses Paragraphen ist die Konstruktion eines Funktors von der Kategorie der
komplex analytischen Kegel iiber S in die Kategorie der Os-Kegelalgebren.

11.1. Die Garbe der homogenen Schnitte. Es sei (X, 7y ) ein komplex analytischer
Kegel iiber S mit Multiplikation py. Bezeichnen p;: (C x S) x¢ X - C x S und
p2: (C x 8) x¢ X — X die Projektionen auf den entsprechenden Faktor und setzen
wir T := p1(3) € Ocxs)xsx ((C x §) xs X), dann ist fiir alle m > 0 und U C S offen,
durch

An(U):={ [ € Ox (' () : Bypron) = Prmpin ()T | (1.1)

ein Og-Modul #4 definiert. Die Schnitte von X iiber U sind genau die Schnitte von
Ox tiber 1(U), welche beziiglich der Multiplikation iy homogen vom Grad m sind.
Es gilt A, - o C Apmin und somit ist durch ¥ = @mzo Jd,{ eine graduierte Og-
Unteralgebra von 7 Ox definiert.

11.2. Die Og-Algebra BX. Sei (X, 7y) ein komplex analytischer Kegel iiber S
mit Multiplikation py. Wir definieren durch

| Ox(nx'(U)) — Ox5(U)
ox,U: )
VA 7}
fiir U C S offen einen Us-Algebramorphismus oy : 72 Ox — Ox|s. Fiir s € S ist dann

ox,s: (7 0x)s > Oy, der induktive Limes li_r)nUas(OX (m5x'(U)) — Ox,¢ der Keim-
Abbildungen. Wir setzen nun:

%X = Qx(ﬂX) = @Qx(ﬂ;}:) = @%é’, (II.Z.a)
m=0 m=0
Dann ist % eine graduierte Og-Unteralgebra von Ox|s und es gilt:
SATZ 11.2.1. Essei (X, my) ein komplex analytischer Kegel tiber S. Dann induziert

ox: tX0x — Ox|s einen Isomorphismus Qx : AX 22 BX von graduierten Og-Algebren,
so dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

kan.
gX ————— aX oy

5){2 lQX (11.2.b)

B Onis
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Beweis. Es bezeichne py die Multiplikation von X . Da gx ein graduierter Os-Al-
gebramorphismus ist, reicht es zu zeigen, dass gx fiir alle m > 0 einen ()g-Moduliso-
morphismus &/ = %X induziert. Sei U C S eine offene Umgebung und b € B (V).
Nach Konstruktion existiert dann ein f € X (U), so dass Jfiv = b ist. Nehmen wir
nun an, dass es ein g € X (U) gibt mit g # f und giv = b. Dann existiert eine
offene Umgebung V C nA_,l (U) von U, so dass fjy = gy ist. Da f # g ist, existiert
ein x € frA_,l (U) mit f # gx. Aufgrund der Stetigkeit von |uy| gibt esein A € C*, so
dass y := u}(x) € V ist, und es gilt:

~ ~1—1 ~ _ ~ _
fo = fxaofiy, (o) = Iy A"f) = k. (A"
~ — ~ ~73—1
= H’?Y,x()‘ mgy) = lu’g’,xol"l‘}\’,y(gX) = 8x

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme f # g. Jedes b € BX (U) lisst sich somit auf
nur eine Weise zu einem f € o/X (U) mit ox (f) = Jiu = b fortsetzen. O

SATZ 11.2.2. Essei (X, mx) ein komplex analytischer Kegel iiber S mit Multiplika-
tion pux: C x X — X und Spitzeex: S — X. Ists € S, a € Ox,s und Y o_oamT™
die eindeutige Potenzreihendarstellung von [ix .5 (a) € Ocxx,,s) mit Koeffizienten
am € Ox.s, dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) Esistag = (/e;o\zaf/)s(a) € Os s, und fiir m > 0 ist ap, € %ffl,s.

)
m=0

(2) In der Folgentopologie von Ox s ista =
Reihe mit ap € Byt  ist eindeutig.

(3) Esist BY = Os und BY = @,,=, BX C His, wobei $ das Nullstellenideal von S
bezeichnet.

ay und diese Darstellung von a als

Bewelis. Das Einsetzen von « in das erste Kegelaxiom an der Stelle
(0,0, s) ergibt auf der linke Seite:

(hx o (ue xidx)) g 0.0 @ = (e xidx) 0.5 © Ax,0.(@)

[ele)
(H«(C X idX)(O,O,s)( Z ame)

m=0

I
3¢

(e xidx) 05 (1 & am) - (" & 1)
0

m

I
WK

o0
((1@)1)@)(1,”)-((2@2)’"@)1) = sz@)zm@)am
m=0 m=0

Die rechte Seite ergibt:

(tx © (e X 1x)) g0, (@ = (idc X px) .0.5) © Fx.0.5)(@)
o0
= (id(c X ,LLX)(O’O,S)( Z amT”’)
m=0

(ide X 1x) g 0.5 (1 ® am) - (2" & 1))

I
WK

0

o
Z (1® fix 0.5 (am) - ("®1®1)) = Z z" & fix,(0,5) (@m)
m=0

m=0

2 3

A~

Ein Vergleich der Koeffizienten ergibt: fix (0.5)(@m) = 2" @ am = amT™.



40 IV. DIE DUALITAT VON KEGELN UND GRADUIERTEN ALGEBREN

Fiir die zweite Aussage betrachten wir das dritte Kegelaxiom (9.1.f). Das Einset-
zen von a an der Stelle s ergibt dann fiir die linke Seite:

(nx © (0x xidy) o Ax) (@) = Axyo (0x x idx) y.) © Bx,(0,(@)

)
ZX,S o (OX X id)()(s’s)( Z ame)

m=0

I
3¢

Ax o (0x xidx) (1 ® an) - " @ 1))

3
Il
o

ZX,s((l(’g)flm)'(()mé)l)) = ZX,S(I@)GO) = do

I
WK

3
I
o

Alsoistag = (ex o mx),(a) = 7x,s o ex,s(a) = €x,s(a) - 1 und somit ag € Og .

Sei U eine offene Umgebung von s in X. Dann ist M}I (U) eine offene Um-
gebung von C x {s} in C x X und enthilt somit eine offene Umgebung D x V von
(0, 5), bestehend aus eciner offenen Kreisscheibe D mit Radius > 1 und einer offenen
Umgebung V von s in X. Indem wir V' gegebenenfalls verkleinern, kénnen wir an-
nehmen, dass die Einschrankung von X auf V isomorph zu einem lokalen Modell ist,
von welchem wir nach einer gegebenfalls weiteren Verkleinerung zusétzlich annehmen
konnen, dass es als abgeschlossener komplexer Unterraum eines offenen Polyzylinders
P C CV realisiert werden kann. Wir erhalten somit eine abgeschlossene Einbettung

J
(V, Ox\y) ——— (P,0¢cnN\p)

von V in einen offenen Polyzylinder P. Das direkte Produkt zweier abgeschlossener
Einbettungen ist wieder eine abgeschlossene Einbettung [[CAS] 1.3.4, S. 27], und somit
definiert

idp xj
(D xV,O0cxx|pxy) = (D X P,0c1+N|pxp)

eine abgeschlossene Einbettung von D x V in den offenen Polyzylinder D x P. Als
Polyzylinder ist D x P insbesondere Steinsch und daher ist

idp x j: Oci+n|pxp(D % P) = Ocxx|pxy (D x V)

surjektiv. Sei nun @ € Ox (U) ein Schnitt iiber U, welcher a reprasentiert. Nach Kon-
struktionist DxV C ,u)_(] (U), und daher konnen wir jiy,y (o) auf D x V einschrinken.
Es existiert also ein 8 € Oci+~ (D x P) mit:

fix.u(@)| .y = (idp x j)(B)

Da D x P ein Polyzylinder ist, konvergiert die Taylorentwicklung von 8 auf ganz
D x P gegen B [HECM] 1, Theorem 4.2, S. 18]. Nach Umsortieren erhalten wir eine
Potenzreihenentwicklung von B

B = Zﬂme
m=0
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mit Koeffizienten B,, € Ocn (P). Bezeichnet by, := (B)(s) den Keim von f,, an der
Stelle j(s), dann gilt:

o0
Y amT" = fosla) = (idp % 1) (g5 (Be0.js)
m=0

o0
(idp x ) (O’S)( Z bum T”’)
m=0

({90 % /)0, ((1 ®bm) (" ® U)

I
WK

0

3
I

(AR Jibm) - " &1 = Y Js(by)T"
0 m=0

I
Nk

3
Il

Ein Vergleich der Koeffizienten ergibt jy(b,) = an. Aus dem zweiten Kegelaxiom

ergibt sich nun:

a = (uxo(ly xidy) o Ay) (@) = Axso (1x x idx)(s,s) o flx,(1,5) (@)

= Axso (Lx x idX)(S,S) o (idp x j)(1,s)(:3(1,j(S)))

[ 00
= ZX,S o ((ldD X j)o(ly x idX))(s,s)( Z mem)
m=0

I
¢

x50 (Lx % /) g o (1@ b) - (" @ 1))

3
Il
o

I
WK

Axs (sbm) ®1™) = > Jsbm) = Y am
m=0 m=0

I
<)

m

(3) Ergibt sich unter Beriicksichtigung von (9.3.b) als unmittelbare Folgerung
aus (1)). O
LEMMA 11.2.3. Es sei X ein komplex analytischer Kegel iiber S. Ist s € S und I
ein Ideal aus Oy s mit [ D %i{,s, welches von endlich vielen Elementen aus %f’s erzeugt

wird, dann erzeugen diese Elemente %f g als %;Y -Ideal.

Beweis. Bezeichne puy : C x X — X die Multiplikation des Kegels und sei f =
> i—1 /i ein Element aus %Y ;- Durch Anwenden von fiy (o) erhalten wir dann:

Ax (/) = ﬁX,(o,s)(ij) = Y Axen(f) = 34T
=1 =1 =1

Nach Voraussetzung ist f € I. Bezeichnen by, ..., b, € %‘{ . die Erzeuger von /, von
welchen wir annehmen konnen, dass sie homogen sind, dann gibt es also 8; € Ox s, so
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dass f = >";_, Bib; ist. Eine erneute Anwendung von fix (o ) ergibt:

n n
Ax (/) = ﬁX,(o,s)(Zﬂibi) = Y Ao Bib)
i=1

i=1
n

= Y TxsB) - Axosb) = Z(Zﬂi’jTj)bdeegbi

i=1 i=1 “j=0
Gleichsetzen der beiden Ausdriicke ergibt:

n

r o0
YT = Jixqs(f) = DY BibiTITdesb
j=1

i=1j=0

Durch Vergleich der Koeffizienten erhalten wir somit f; = Y 7_; Bi, j—degh, bi, wobei
Wir B; i_degh;, = 0 setzen, wenn j — degb; < 0 ist. Daher folgt nun:

S =220 = 2. Bij-degh;bi
j=1

j=1i=1

n r n
Zbi (Z,Bi,j—degb,-) € Zbi%;‘/ O
j=1

i=1 i=1

eBX

KOROLLAR 11.2.4. Es sei X ein komplex analytischer Kegel iiber S. Dann ist BX
fiir alle s € S eine endlich erzeugte Os s-Algebra.

Beweis. Sei I das von %’j‘;s in Ox s erzeugte Ideal. Da Oy, noethersch ist, wird
I von endlich vielen Elementen aus %_{s erzeugt. Nach Lemmaerzeugen diese
das Ideal %f’s. Dies ist gleichbedeutend damit, dass %SX eine endlich erzeugte Os -
Algebra ist [BAQ 111, § 1.2, Proposition 1, S. 156]. O

SATZ 11.2.5. Es sei X ein komplex analytischer Kegel iiber S. Ist s € S und be-
zeichnet $ das Nullstellenideal von S, dann wird BX genau dann als Os -Algebra von
endlich vielen Elementen aus %‘f s erzeugt, wenn diese Js als Ox s-Ideal erzeugen.

Beweis. (=) Seien by, ..., b, die Erzeuger von %;X als Us s-Algebra. Diese erzeu-
gen %f,s als Ideal in 973;" . Es reicht somit zu zeigen, dass % von endlich vielen Ele-
menten aus %{’s erzeugt wird. Da Ox s noethersch ist, gibt es endlich viele Elemente
X1, ..., Xp, welche % als Ideal in Oy 5 erzeugen. Nach (2)) von Satz kénnen wir
x; als Reihe

00
Xj = E Xi,m
m=1

mit X;, € %,{,S darstellen. Wir setzen r := max;—;,_ ,degh;. Sei weiter
Yi = Y .1 Xim und bezeichne I das von yi,..., y, erzeugte Ideal in Ox,. Fiir

m > r haben wir B,  C (B ()* C $? und insbesondere also x;,, € $2. Da 9} ab-
geschlossen in der Folgentopologie von Oy s ist [AS] I1.1.2, Korollar zu Satz 6, S. 85],
ist Y. Xim € 92. Folglich haben wir 7 + $? = 4, und mit NAKAYAMA’s Lemma
folgt I = %.

(&) Seien umgekehrt by, ..., b, Erzeuger von S als Ox s-1deal. Da % D %f,s ist,
folgt die Aussage aus Lemmalr1.2.3 O
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SATZ 11.2.6. Es sei X ein komplex analytischer Kegel iiber S. Dann gibt es fiir alle
s € S eine offene Umgebung U von s in S und endlich viele homogene Schnitte B4, ..., Bn
aus %’f (U), so dass die folgenden Aussagen gelten:

(1) Bezeichnet $ das Nullstellenideal von S, dann wird %, fiir jedest € U von Bi;..., Bnt
als Oy ¢-Ideal erzeugt.

(2) Fiir jedest € U wird B, als Os ,-Algebra von By 4, ..., B, erzeugt.

Beweis. Nach Korollar gibt es endlich viele homogene Elemente
bi....by € B, die BY als Oxy-Algebra erzeugen. Gemil Satz erzeugen
diese % als Ideal in Oy . Seien nun fB; € %f (U) Reprisentanten der b; auf einer of-
fenen Umgebung U von s. Da s ein Ox|s-kohérentes Ideal ist, gibt es eine offene
Umgebung V' C U von s, so dass % als Ideal in Oy, fiir alle t € V durch B4,, ..., Ba,,

erzeugt wird [HESV] 41.2, S. 137].
Folgt aus (1)) zusammen mit Satz[1r1.2.4] O

SATZ 11.2.7. Es sei (X, mx) ein komplex analytischer Kegel iiber S. Dann ist B
eine endlich prisentierte Og-Algebra.

Beweis. Sei s € S. Dann gibt es nach Satz eine offene Umgebung U von
s in S und homogene Schnitte i, ..., B, € B (U), so dass B fiir alle 7 € U von
Bi,ts -, Bny als Us s-Algebra erzeugt wird. Wir setzen:

Oultr,ta] — By
@:
i = B
Indem wir deg#; = deg B; setzen, definieren wir eine Graduierung auf Oylty, ..., t,].

Hierdurch wird ¢ zu einem Morphismus von graduierten Oy-Algebren und der Kern
von ¢ zu einem graduierten Ideal # := @,,~ #». Wir haben also die exakte Sequenz

00— H —— Oyltr, . tn] —~

X

und es ist zu zeigen, dass ¥ in einer Umgebung von s ein endlich erzeugtes
Oylty, ..., ty]-1deal ist.

Die Schnitte 8; € %% (U) lassen sich nach Lemma eindeutig zu Schnitten
o; € &if (U) cOx (n}l (U)) mit o)y = B, fortsetzen. Uber die kanonische Bijektion

Homg (75! (U), U x C") =5 T'(nx' (U), Ox)"
erhalten wir eine durch die ¢; induzierte holomorphe Abbildung
(f.]): mx' () — U xC".
so dass die Restriktion von f;: Opxcn (s.0) = Ox.s auf
Ouslti, ....ta] C Ougiti, ..., ta} = Oyxcr (5,0)

gerade g; ist. Folglich haben wir 38X Cim fs»und da B nach l| von Satz dicht
in Ox s ist, liegt das Bild von j’; ebenfalls dicht in Ox ;. Aus dem Epimorphiekriterium
[AS] 11.3.2, Satz 1, S. 101] ergibt sich somit, dass f; surjektiv und daher eine Immersion
in s ist. Nachdem wir U gegebenfalls verkleinert haben, kdnnen wir also annehmen,
dass es eine offene Umgebung V von U in 7 1(U) und eine offene Umgebung W von
U x {0} in U x C" gibt, so dass fj: V — W eine abgeschlossene Einbettung definiert.
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Dann ist ¢ := ker ﬁy ein kohdrentes Oy -Ideal, und wir haben die folgende exakte
Sequenz:

_ _ fiv
0 f‘Vlf f‘VIGW e @V = @X\V —0

Bezeichnet j: U < V die kanonische Inklusion, so ergibt die Restriktion auf U die
exakte Sequenz:

=fA\U
e
1 g1 1 g1 Iy
0—— f|Va¢—> J f|V Owp —— j Oy ——0
——— —— ——
=S Uxio0} =0y xcnuxio =0x\u

Insbesondere ist Fyxqoy €in Opyxcniuxqoy-kohdrentes Ideal und wir erhalten das fol-
gende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

¢

0 * Oylty, ..., ta] B 0
0 —— Auxgoy —— Ouxcruxio — Ox\w 0

|U

Wir zeigen nun, dass #; fiir alle 1 € U von ¥#; erzeugt wird. Sei dazu K das von
H; in Oyxen 0y erzeugte Ideal. Da Oy [ty, ..., t,] noethersch ist, gibt es homogene
Elemente ki, ....,k, € #;, welche ¥, als Oy,[t1, ..., ty]-1deal erzeugen. Jedes Element
g € % kann als Reihe g = ) »°_ g,, mit homogenen Polynomen g, € Op,lt1, ..., 1]
vom Grad m dargestellt werden. Aufgrund der Stetigkeit von f; in der Folgentopolo-
gie gilt dann:

0=/i@) =D filem) =Y ¢i(gm)
m=0 m=0

Nach (2)) von Satz ist obige Darstellung eindeutig. Somit ist ¢,(g;») = 0 und
daher g, € #,. Bezeichne nun H das von 11, ..., #, in Oyxcn (o,r) erzeugte Ideal und
sel r := max;—,.. pdegk;. Fiir m > r istdann ¥, C H - #;, und wir erhalten, da H - ¥
abgeschlossen in der Folgentopologie ist [AS] II.1.2, Korollar zu Satz 6, S. 85]:

r o0
€= gm+ ) emecK+H-J,
m=0 i=r+1
Das bedeutet, dass ¢, = K + H - % ist, und mit NAKAYAMA’s Lemma erhalten wir
K = ¢;. Insbesondere ist also % N Op[t1, ...tn] = H;.

Nachdem wir U gegebenfalls verkleinert haben, kdnnen wir Reprisentanten
Ki,....kp € H(U) der Erzeuger von ¥, wihlen. Dann gibt es, da #yx(o) kohérent ist,
eine offene Umgebung V' CU =~ U x{0} von s, so dass # fiirallet € V vonki,....kp
erzeugt wird. Somit wird auch #; fiirt € V von k1, ..., &p¢ als Oy[t1, ..., t,]-1deal er-
zeugt. ]

11.3. Die assoziierte O5-Kegelalgebra eines Kegels. Wie wir in Satz[11.2.1]gesehen
haben, ist % als graduierte Og-Algebra isomorph zu B%. Wir erhalten daher als
unmittelbare Folgerung aus den Satzen|11.2.2lund[11.2.7}

SATZ 11.3.1. Es sei X ein komplex analytischer Kegel iiber S. Dann ist 4% eine
Os-Kegelalgebra.
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Der folgende Satz zeigt nun, dass die Zuordnung X ~> % einen Funktor
U: (Conegg)° — Ql[gtfgs von der Kategorie der komplex analytischen Kegel tiber S
in die Kategorie ()g-Kegelalgebren definiert.

SATZ 11.3.2. Essei f: X — Y ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln
iiber S. Dann induziert tY f: nX Ox — nY Oy einen Morphismus von Og-Kegelalgebren
[ AY — AX, so dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

) R S

iYIkan. kanl/iX (11.3.2)
7T3</(9Y #} JT;Y@X
T
Beweis. Es bezeichne pwy die Multiplikation von X und uy die Multiplikation
von Y. Wir zeigen, dass 7Y f (oY) C s4X fiir m > 0 ist. Sei also U C S offen und
a € dY(U) C Oy(ry' (U)), dann gilt:

ﬁX,n;'(U)(ﬁr;](U)(a)) = Iy f-tonyi (@) © J};;I(U)(a) = (fOMX)ngl(U)(“)

T T ~
= (H’Y © (ld Xs f))n;l(U)(a) = (ld Xs f);/,;lon;I(U) © I'LY,T[}TI(U)(CZ)
IV ~ m |~
= (ld Xs f)”(TCIXS)xSY(U) (pl,n(—:is(u)(z) pz,ﬂ;l(U)(a))
s ~ 7
= P],n(glxs(U)(ﬁ)m “Praitw) © fn;l(U)(a)

ﬁz,n);l(U)(fn;I(U)(“)) XM e AX(U) O

§ 12. Beweis des Dualitiitssatzes und Anwendungen

In diesem Paragraphen beweisen wir, dass die Kategorie der Os-Kegelalgebren dual
zur Kategorie der komplex analytischen Kegel iiber S ist und diskutieren einige An-
wendungen.

12.1. Das Axelsson-Magnusson Theorem. Seien € und ® Kategorien. Ein Funk-
tor F: €°—D heilt Antidquivalenz von Kategorien, wenn es einen Funktor G: ©°—¢
gibt, welcher quasi-invers zu F ist, das heilt, fiir welchen G o F° isomorph zum Iden-
titdtsfunktor von € und F o G° isomorph zum Identitdtsfunktor von ®© ist. Wir sagen
dann auch, dass die Kategorien € und © dual zueinander sind.

Ist F: €° — ® ein Funktor, so ist F genau dann eine Antidquivalenz von Katego-
rien, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind (vgl. z.B. [MHAI 1I.2.7, S. 71]):

(1) F ist ein voll treuer Funktor. Das heiBt, fiir alle Paare 4, B von Objekten aus €
ist die kanonische Abbildung Home (4, B) — Homy (F(B), F(4)) bijektiv.
(2) Fir jedes Objekt X aus © existiert ein Objekt A aus €, so dass F(A4) >~ X ist.

THEOREM 12.1.1 (Axelsson-Magnusson). Der Funktor ®: sf ~> Specan(«) von
der Kategorie der Os-Kegelalgebren in die Kategorie der komplex analytischen Kegel
tiber S ist eine Antidquivalenz von Kategorien. Ein Quasi-Inverses von ® ist gegeben
durch den Funktor W: X ~> X,

Der Beweis des Theorems ist auf die nachsten beiden Abschnitten verteilt. Korol-

lar[12.2.2]ist die eine Richtung und Korollar|[12.3.2]die andere.
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12.2. Die Isomorphie s{ = s¢X. Wir prizisieren in diesem Abschnitt die Aussage
von Satz fiir den Fall des analytischen Spektrums einer Os-Kegelalgebra und
erhalten auf diese Weise die eine Richtung des Axelsson-Magnusson Theorems.

SATZ 12.2.1. Es sei 4 = @,,>¢ Hm eine Os-Kegelalgebra und (X, wx) der zu s
assoziierte komplex analytische Kegel iiber S. Bezeichnet iy : AX — nX Ox die kano-
nische Inklusion, dann induziert die Abbildung E)b( A — nf’ Ox einen natiirlichen Iso-
morphismus EX s ol 25 AX | so dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

A % AX
gb\ /i( (12.2.2)
X

]Z;X@X

Beweis. Bezeichne puy := Specan(uy) die Multiplikation von X. Wir zeigen zu-
nichst, dass &5 () C o4¥ ist. Sei dazum > 0, U C S offen und a € &4,,(U), dann
ergibt sich folgende Rechnung:

ﬁX,ngl(U) °© S;,U(a) S?(CXS)XSX,U ° ﬂ&f,U(") él()CxS)xSX,U(tm(g a)

= SI()CXS)XSX,U(“ (™) - 12(a))

&= 171,;1(5;5(U) © géxs,u(tm) 'ﬁz,ngl(u) ° SJb(,U(“)

ﬁl,nE;S(U)(ﬁm) : ﬁz,n;‘(U)(S)b(,U(a)) = ﬁz,n);l(U)(Eg(,U(a)) -3
Das bedeutet, es ist ég, (Am) C &4,),5 und insbesondere ist §§, (f) C 4% . Wir sehen somit,
dass g5 eine wohldefinierte Abbildung £x : s — s¢¥ induziert.

Wir zeigen nun, dass &x ein Isomorphismus ist. Aus Korollar wissen
wir bereits, dass Sj{, monomorph ist. Es bleibt somit zu zeigen, dass Sj{, epimorph
auf X abbildet. Da dies eine lokale Eigenschaft ist, konnen wir annehmen, dass
A~ Oslty, ..., t;]/.# ist, wobei £ ein von endlich vielen globalen Schnitten erzeugtes
Ideal in Og|ty, ..., t,] ist. Wir haben dann in jedem Punkt s € S das folgende kommu-
tative Diagramm mit exakten Zeilen (vgl. (4.3.D)):

P
@S,S[Ilvn'vt}’l] A 0
s(%”xS,.&-J{ J/S.';(S (IZ.Z.b)
Ocnuss ——— Oy —— 0

Js

Die Abbildung é)b(,s ist per Definition gegeben als die Komposition mit der kanoni-
schen Keimabbildung. Wir erhalten daher das folgende kommutative Diagramm (vgl.

Abschnitt[11.2):

b
SX .8

&) ,
oy L (rX Ox)y —2 5 Oy

- Ikan, Ikan.
SX.s

X ~ X
'ﬂs ~ %S
0Xx.s

(12.2.0)
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Wir sehen somit, dass das Bild von sg’m in %SX liegt. Das Nullstellenideal von S in Ox ¢
wird erzeugt von den Elementen:

75Gi) B Jio s ) B ey opt) e BX, (i=1...n)

Nach Satzwird %SX als Og s-Algebra von den E}’(, ;o p(t;) erzeugt. Das heil3t nun,
dass S')’(, ;o p surjektiv auf %;Y abbildet und daher S/’{,’ , ebenfalls surjektiv ist.

Es bleibt die Natiirlichkeit der [somorphie zu zeigen. Sei also ¥ : B — « ein Mor-
phismus von Og-Kegelalgebren und f := Specan(y) die durch das analytische Spek-
trum induzierte Abbildung. Dann ist in dem folgenden Diagramm die Kommutativitit
des inneren linken Rechtecks zu zeigen.

&
(”p\
B—— Vo (B) =.ﬂy+ﬂf(9}f
wJ Wo@(gﬁ):fvl Jnff (12.2.d)
é_’ .
s W0 O(sd) =WX>;+>n§@X
5%

Die Kommutativitit des oberen und des unteren Dreiecks folgt aus (12.2.a), die des
inneren rechten Rechtecks aus (11.3.a). Nach ist das duBere Rechteck kommu-
tativ und somit folgt, da iy und iy injektiv sind, die Kommutativitit des inneren linken
Rechtecks. O

KOROLLAR 12.2.2. Der Funktor WV o ® ist isomorph zum Identititsfunktor in der
Kategorie der Os-Kegelalgebren.
12.3. Die Isomorphie X = Specan(&dX ) Wir zeigen nun die andere Richtung

des Axelsson-Magnusson Theorems.

SATZ 12.3.1. Es sei (X, wy) ein komplex analytischer Kegel iiber S und (X', mwx)
der zu AX assoziierte komplex analytische Kegel iiber S. Dann ist

=y 0](ix): X — X’

ein natiirlicher Isomorphismus von komplex analytischen Kegeln iiber S, wobei die Ab-
bildung iy : AX — nf Ox die kanonische Inklusion bezeichnet.

Beweis. Bezeichne py die Multiplikation von X und pys := Specan(uyx) die
Multiplikation von X’. Dann gilt (vgl. (4.4.b)):

Wax XN = 7 [oty = ix (12.3.2)

Wir zeigen zunéchst, dass f ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln
tiber S ist. Das bedeutet, wir miissen fiir alle komplexen Raume 7 iiber S die Kom-
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mutativitdt des oberen Rechtecks in dem folgendem Diagramm zeigen:

(T)
hcxsyxs x(T) MX—> hy (T)

hidxf(T)J( lhf(T)
huy (T)
h(cxs)yxs x7(T) ————— hx/(T) (12.3.b)
Yos11®gg 4X (T)le zlygﬁx (1)

Gu x
G(Qs[t]@@S AX (T) —d> G&gX (T)

Das untere Rechteck ist kommutativ nach (5.4.a). Das obere Rechteck ist somit genau
dann kommutativ, wenn das duflere Rechteck kommutativ ist. Um dies nachzurechnen
bendtigen wir die Kommutativitit des folgenden Diagrammes:

Royx
X L) @S[Z] Rog AX

b b
SX/J J/E((chwSX'

’ 7
X Oy 7EN O cxs)xs x’ (12.3.0)

X fl lanX’i/c-l;-j,‘

X0y — 7EX Ocxsyxs x
”* ILX

Sei also U C S offen, a € «,,(U) und V' := n(CXs)XSX/(U), dann gilt:

Ao £ b PR b
(id xs 1)y o Ecxsyxsxw © Haxula) = (idxs f)yr0 Ecus)wsxw (" ®a)
= (idxs f)y0 S?(CXS)XSXZU(‘I,U(Zm) “12,u(a))
8 [, ~ b _ b
2 (idxs 1)y (7, izt o@) © Sxsu ™) Py gy © 5X¢U(a))
@ﬁ Old —1 oé:b (tm)l")" 1 Of—l Ogb/ (a)
”ch(U) Tors U) CxS,U 2,7 (U) T (U) XU
——
3m iX U
a ~
Py n(E‘Xs(U)(ﬁ ) Dy n_l(U)(a) Ly ﬂ—l(U)(a)
ﬁX,n;l(U) o zX,U(a) = ;J,X ”—1(U) o an Ly ° gX,U(a)

Wir sind nun in der Lage, die Kommutativitit des Diagrammes zu zeigen. Sei
dazu ¢ € hcxs)xs x (T), dann ergibt sich die folgende Rechnung:

(G x © Yosinesx ©hiaxr (T)](9) = [Guy © Voginewx (T)]((d x f) o $)

B [GMX (T)](JTSCXS)XSX, dxfogo 5'()@><3)><5X/)

G (CxS)xsX' T b
b (O dx o g o E(Cxs)xsx’ © HagX

~ ’
niCxS)xSqu o niCxS)xSX

T b
idxf o 5(«:><S)><5Xf ° MUgx

X ’
a XG o xXjix o n} Foky = a¥ Touxog oty

BB [ (D)](f o 1x 0 d) =2 [yx o by o hyuy (T)](9)
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Wir zeigen nun, dass ﬁ s Oxs — Ox\s bijektiv ist. Aus (2) von Satszolgt
dann, dass f ein Isomorphismus ist. Sei s € S, dann haben wir das folgende kommu-
tative Diagramm (oberes und unteres Dreieck (11.2.b)), linkes Rechteck und

(12.2.a), rechtes Rechteck vgl. Abschnitt[11.2)):

ox.s kan.

Bilden wir die Komposition der Isomorphismen entlang des linken Randes, so erhal-
ten wir einen Isomorphismus %;X JEaN %SX und das folgende kommutative Diagramm:

kan.
T L

T

’ kan.
BX X 0y,

Nach H von Satz liegen BX und B " dicht in der der Folgentopologie von
Ox,s bzw. Ox:s. Da f; stetig in der Folgentopologie ist, folgt die Bijektivitit von f;.

Es bleibt die Natiirlichkeit der Isomorphie zu zeigen. Das bedeutet, fiir alle Mor-
phismen ¢: X — Y von komplex analytischen Kegel iiber S ist die Kommutativitét
des folgenden Diagrammes zu zeigen:

¥ —L s oov)=x

(DJ J@o\ll(rp)=5pecan(¢7)

Y —— 0o W(y) =Y

Nach Korollar ist dieses genau dann kommutativ, wenn das linke Rechteck im
ndchsten Diagramm fiir alle komplexen Raume 7" iiber S kommutativ ist.

hy (T) Vx (T)
hy (T) ————— hx/(T) —— Gyux (T)

h(ﬂ (T)J( J{hSpecan((ﬁ)(T) lG?p’(T)
vy (T

Das rechte Rechteck ist nach (5.4.a) kommutativ. Die Kommutativitdt des linken
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Rechtecks ist also gleichbedeutend mit der des 4uBeren Rechtecks. Sei also ¢ € hy (T),
dann gilt:

[Gy o vx o he(1)](#) =2 [Gy o yux (1)](/ < 9)
[Go(D) (Y Topoty) & a) Topoty op

~ ’ < (233 e ~ {33 e ~
n¥¢onX foty o g " aXpoix o g "B nfponlGoiy

nf’vonf(’ﬁonf/gosg,, = n:’,goq)od)osgn
& [Var (T)](g 0@ o 9) [vsv © hg o hy(T)](¢) O

KOROLLAR 12.3.2. Die Komposition der Funktoren ® o W ist isomorph zum Identi-
titsfunktor in der Kategorie der komplex analytischen Kegel iiber S.

12.4. Triviale Kegel und Darstellbarkeit. Sei p € N”. Dann definiert C" zu-
sammen mit der gewichteten Multiplikation vom Typ p und dem Nullschnitt
ecn: {0} — C" als Spitze einen komplex analytischen Kegel iiber dem reduzierten
Nullpunkt ({0}, C) (vgl. Abschnitt [8.2). Ist S ein komplexer Raum, so erhalten wir
durch Basiswechsel einen komplex analytischen Kegel C” x S iiber S mit Multiplika-
tion 1l g = &y xidg und Spitze ecnxs := ecn x ids, welchen wir als den rivialen
komplex analytischen Kegel iiber S vom Typ p bezeichnen.

SATZ 12.4.1. Ein komplex analytischer Kegel X iiber S ist genau dann isomorph
zum trivialen komplex analytischen Kegel iiber S vom Typ p = (p1, ..., pn) € N, wenn
AX ~ Oglty, ..., ty) und degt; = p; ist.

Beweis. Nach Theorem [12.1.1| reicht es, eine Richtung zu zeigen. Sei also &f =
Os[ty, ....ty) mitdegt; = p; und X = C”" x S der zu o assoziierte komplex analytische
Kegel iiber S mit Multiplikation uy := Specan(uy) und Spitze ey := Specan(ey).
Firi = 1,...,n gilt dann:

AlnnsG) = Mus(P10) L ProfiluG) = pi(zionda)
B24) ~ Di _ Di b Pi
- pl(zn—H ’ Zi) = dppr 0¥ = E(C”+1XS(Zn+1 ® ti)
Ednit g © Mat(ti) = i Go)

Nach Korollar|[s.4.2]ist ux durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt, und daher ist
X = [enys- Analog folgt ex = ecnxs, denn firi = 1,...,n gilt:

ZenxsGi) = Conxs(Pr(z)) B Broecn(z) = pilzioecn)
= 5100) = 0 = ealt) = £ oealt) = x() O

Ein komplex analytischer Kegel X {iber S heilt darstellbar, wenn es fiir alle s € S
eine Umgebung U von s und ein p € N” gibt, so dass die Restriktion von X auf
7~ '(U) isomorph zu einem Unterkegel des trivialen komplex analytischen Kegels
iiber U vom Typ p ist.

SATZ 12.4.2. Jeder komplex analytische Kegel tiber S ist darstellbar.

Beweis. Sei X ein komplex analytischer Kegel tiber S. Nach Theorem[12.1.1]kén-
nen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass X = Specan(«) ist.
Da es sich um eine lokale Aussage handelt, konnen wir auBerdem annehmen, dass
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AX ~ Og[ty, ..., 1,]/.¥ ist, wobei # ein von endlich vielen globalen Schnitten erzeugtes
Ideal ist. Wir haben dann einen Og-Algebraepimorphismus

©:Oslty, ...ty — A,

welcher durch p; := degt; := dege(#;) zu einem Morphismus von graduierten Os-
Algebren wird. Nach Satz[12.4.1]ist der zu Us]t, ..., ,] assoziierte komplex analytische
Kegel iiber S gegeben durch den trivialen komplex analytischen Kegel C” x S iiber S
vom Typ p. Die Abbildung ¢ induziert somit einen Morphismus

Specan(p): X — C" x S

von komplex analytischen Kegel tiber S, welcher nach Satz[5.4.3]eine abgeschlossene
Einbettung ist. O

Als Korollar ergibt sich, dass komplex analytische Unterkegel des C” algebraisch
sind:

KOROLLAR 12.4.3. Es sei X ein komplex analytischer Kegel iiber einem reduzierten
Punkt. Dann gibt es ein p € N”", so dass X isomorph zu einem Unterkegel des C" mit
gewichteter Multiplikation vom Typ p ist, welcher durch endlich viele quasi-homogene
Polynome vom Typ p definiert wird.

12.5. Die Garbe der homogenen Schnitte eines Produktes. Seien (X, 7y) und
(Y, ry) komplex analytische Kegel liber S mit Multiplikationen puy und py. Dann
ist X xg Y zusammen mit der entsprechenden, durch puy und py induzierten Mul-
tiplikation (vgl. Abschnitt [9.5) ein komplex analytischer Kegel tiber S. Nach Satz
haben wir natiirliche Isomorphien X ~ Specan(#/¥), Y ~ Specan(s/¥) und
X x5 Y ~ Specan(s£*¥*sY) von komplex analytischen Kegeln iiber S. Der natiirliche
Isomorphismus

Specan (¥ ®¢g ') == Specan(4*) x5 Specan(s¥)

ist nach Satz[10.3.1]ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln iiber S. Wir er-
halten somit die folgenden natiirlichen Isomorphien von komplex analytischen Kegeln
tiber S:

Specan(s4¥*sY) ~ X xg¥ =~ Specan(s/¥) xs Specan(st¥)
Specan (¥ ®qg ")

12

Insbesondere haben wir einen natiirlichen Isomorphismus #¥ ®gg ¥ =>4 X*s¥ von

Os-Kegelalgebren. Das folgende kommutative Diagramm verdeutlicht die Zusammen-
hinge zwischen den verschiedenen Abbildungen:

ix
X
AX my Ox
/ EE(XSY Yﬁl
X Y ~ XxsY
A Qg AT ———— gXSY———— 775 Oy gy (12.5.2)
ExxgY X xsY
rt\ Aﬁz
AY . Yoy
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12.6. Approximation von Schnitten. Sei P ein Polyzylinder im C”. Dann lésst sich
jedes f € Op(P) durch homogene Polynome in der Topologie der kompakten Kon-
vergenz approximieren. Wir zeigen nun eine analoge Aussage fiir komplex analytische
Kegel iiber S. Die Topologie der kompakten Konvergenz wird dabei durch die ka-
nonische Topologie [ISR] [HESV] ersetzt und die Rolle der Polynome wird von den
homogenen Schnitten {ibernommen.

SATZ 12.6.1. Essei X ein komplex analytischer Kegel iiber S und U C S offen. Dann
ldsst sich in der kanonischen Topologie jedes [ € Ox (7wy L(U)) eindeutig als konvergente
Reihe | =Y "o am mit Koeffizienten ay, € st:X (U) darstellen.

Beweis. (a) Nehmen wir zundchst an, dass S abgeschlossener komplexer Unter-
raum eines Polyzylinders P und X Unterkegel eines trivialen komplex analytischen
Kegels iiber S vom Typ p ist. Es bezeichne ¢: S < P und ¢: X — C" x S die ka-
nonischen abgeschlossenen Einbettungen und j die Komposition (id x ¢) o . Dann
haben wir das folgende kommutative Diagramm:

J

//m

X>—w>(C"xS>—>C”xP

\\\\\\\\\\\\\,S J”C”XS Jﬂcnxp
5

—_—
S m P

Kompositionen [CAS] 1.2.7, S. 21] und direkte Produkte [CAS] 1.3.4, S. 27] abge-
schlossener Einbettungen sind wieder abgeschlossene Einbettungen und daher ist j
eine abgeschlossene Einbettung. Nach Voraussetzung ist X ein komplex analytischer
Unterkegel von C” x S und somit das folgende Diagramm kommutativ:

CxX X X

idxq,l J{w\
“é”xs

idx j Cx(Cnx8)—=5  scnys Vi

zﬂénxms
\Wid X (p)l J{id X @
M%”xP

Cx(C'xP)—"F  ,conyp

:/Lén xidp

Folglichist j: (X, pomyx)—C"x P ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln
iiber P. Da C" x P Steinsch ist [ISR] Kap. V, § 1, Satz 1, S. 129], ist

71 Ocnyp(C" x P) —> Ox(X)

surjektiv. Es gibt also ein F € Ocnxp(C" x P) mit j(F) = f. Die Taylorentwicklung
von F konvergiert auf jeder kompakten Teilmenge normal gegen F [HECM] 1, Theo-
rem 4.2, S. 19]. Nach Umsortieren erhalten wir somit eine Potenzreihenentwicklung

ZFva

v=0
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von F mit Koeffizienten F, € Op(P), welche in der Topologie der kompakten Kon-
vergenz konvergiert. Wir setzen nun:

Ay = Z F,z"

v=0
vip1tetvypn=m

Dann ist 4,, € &«g”xP(P) und F = } . Ap. Da j ein Morphismus von komplex
analytischen Kegeln iiber P ist, liegt die analytische Restriktion a,, := J(4,,) nach
Satz in 94X (S) C Ox(X). Wir erhalten somit, da ]~ stetig in der kanonischen
Topologie ist [ISR] Kap. V, § 6, Satz 6, S. 171]:

fo=JF) = 7(2Am) = Y JAm) = ) am
m=0 m=0 m=0
(b) Betrachten wir nun den allgemeinen Fall. Nach Satz[12.4.1]ist X darstellbar.

Es gibt daher eine offene Uberdeckung {U;}ic; von U, so dass U; isomorph zu einem
abgeschlossenen komplexen Unterraum eines Polyzylinders und V; := n);l (U;) iso-
morph zu einem Unterkegel eines trivialen komplex analytischen Kegels {iber U; vom
Typ p; ist. GeméiB (a) gibt es a;,, € X (U;), so dass

fvi = ) dim

m=0

in der kanonischen Topologie von Ox (V;) ist. Ist Ox s mit der Folgentopologie verse-
hen, so sind die Restriktionen p)7 : Ox (Vi) — Ox s fiir alle s € U; stetig [TSR] Kap. V,
§ 6, Satz 5, S. 168]. Wir erhalten somit:

o= ) = A (D) = X o)

m=0 m=0
Diese Darstellung von fy als Reihe ist nach (2)) von Satz[11.2.2|fiir alle s € U; eindeu-
tig. Ist U;; := U; NU; # @, so ist oV (@im) = ,ost (ajm) fir alle s € U;; und daher
pg’;j (aim) = ,oZ’l:j (ajm). Da homogene Schnitte nach Satz|11.2.1| bereits durch ihre
Keime in den Punkten der Spitze eindeutig bestimmt sind, erhalten wir:

Vi _ Vi )
Pv;ny; (@im) = Py.av; (@j.m)
Das bedeutet, die a; , stimmen auf den Durchschnitten der Uberdeckung iiberein und
verkleben somit zu eindeutigen Schnitten a,, € &Q;’nf (U),sodass ayy, = aijmist. 0O

KOROLLAR 12.6.2. Es sei X ein komplex analytischer Kegel tiber S. Dann gilt fiir
die Garbe der homogenen Schnitte tiber U C S offen:

AXU) = {f’e@X(n)}l(U)) [3neC\ {01} : iy

N am oy
iy D =21 |
Beweis. Ist [ € X (U), so ist /1}(’,,;1(,,)( f) = A" fiir alle A € C. Sei also
umgekehrt f € (QX(]TA_,I (U)) und existiere A € C\{0, 1}, so dass ﬁ;‘(’”);l(m(f) =A"f
ist. Nach Satz[12.6.1] haben wir eine eindeutige Reihendarstellung f = ", ax mit
ax € ¥ (U) und erhalten somit:

kaak = Mf = ﬁ;k(,ﬂ,;l(U)(f) - ﬁ)kr,n;‘w)(zaa

= Z ﬁg/,n;l (%) (ak) = Z )\'kak
Die Reihendarstellung von A™ f ist eindeutig, und daher folgt durch Vergleich der
Koeffizienten a; = 0 fiir k # m. ]
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KOROLLAR 12.6.3. Es seien X und Y komplex analytische Kegel tiber S mit Multi-
plikationen py und py. Dann ist ein Morphismus f: X — Y von komplexen Rdumen
tiber S genau dann ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln iiber S, wenn ein
A € C\ {0, 1} existiert, so dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

A
W
X—X>X

fl lf

Beweis. (=) Sei f ein Morphismus von komplexen Rdumen tiber S und A € C,

so dass u%‘, of = fo ,uf‘, ist. Aus Satz folgt zusammen mit Theorem

dass f genau dann ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln tber S ist,
wenn ¥ f (1Y) C X fiir alle m ist. Sei also U C S offen und a € &4} (U), dann gilt:

%
1y

~A rd ~X
Bz ) et @) = fapr@) © Byt 1)@
Mit Korollar folgt somit, dass ]7;[;1 anla) € AX(U) ist.

(<) Ist f ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln {iber S, so besagt
Satz , dass /,L;", of =fo /,Lf"Y fiir alle A € C ist. O



KAPITEL V

Die Dualitéit von linearen Riumen und
kohirenten Moduln

Wir zeigen in diesem Kapitel, dass die Kategorie der Os-Moduln dual zur Katego-
rie der linearen Rdume tiber S ist. Wir folgen dabei nicht dem Originalbeweis von
FiscHER und PrILL [Pri68], sondern nutzen die bisher erhaltenen Ergebnisse
iiber komplex analytische Kegel iiber S. Grundlage hierfiir ist der skizzierte Beweis
von AXELSSON und MAGNUSSON aus [AMSd].

§ 13. Komplex analytische Gruppen

Wir betrachten in diesem Paragraphen komplex analytische Gruppen und zeigen, dass
das analytische Spektrum einer endlich préisentierten (s-Bigebra eine komplex analy-
tische Gruppe iiber S ist.

13.1. Definition komplex analytischer Gruppen. Sei S ein komplexer Raum. Eine
komplex analytische Gruppe tiber S ist ein komplexer Raum (X, wy) liber S zusam-
men mit einer funktoriellen Gruppenstruktur auf hy (7') fiir alle komplexen Raume
T iber S. Das bedeutet, fiir alle komplexen Raume 7 iiber S ist hy (7") eine Grup-
pe, und die Addition auf hy (7) induziert einen funktorieller Morphismus hy — hy.
Dies ist gleichbedeutend damit, dass hy (f): hx(T) — hy (T”) fiir alle Morphismen
f: T — T’ von komplexen Raumen iiber S ein Gruppenhomomorphismus ist. Ist die
Gruppenstruktur auf hy (7') fiir jeden komplexen Raum 7 tiiber S abelsch, so nennen
wir X eine abelsche komplex analytische Gruppe {iber S.

Der folgende Satz zeigt, dass komplex analytische Gruppen liber S auch mittels
kommutativer Diagramme definiert werden kénnen:

SATZ 13.1.1. Ein komplexer Raum (X, ny) tiber S ist genau dann eine komplex
analytische Gruppe tiber S, wenn Morphismen ax: X xs X — X, tx: X — X und
ex : S — X von komplexen Riumen tiber S existieren, so dass die folgenden Diagramme
kommutativ sind:

(XXXidX

X Xg X Xg X —m > X xs X

idanXJ Jax (13.1.2)

X xs X X

ox

y xidy

Xxg X —2X o X xg X

AXT J'O‘X (13.1.b)

X S X

¢ ex

55
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ﬂXXid

Xxg X — 27 o Sx¢ X

A)(T J'EXXidX (13.1.0)

X X xs X

3¢

Der komplexe Raum (X, my) ist genau dann eine komplex analytische abelsche Gruppe
tiber S, wenn zusdtzlich zu den obigen Diagrammen das folgende Diagramm kommutativ
ist:

Xxg X — T — 5 X xg X

\ / (13.1.d)

Dabei bezeichnet 6. X xg X — X Xs X die Permutation der beiden Faktoren.
Beweis. [ICEl Theorem 4.1, S. 75] O

Bezeichnung. Wir nennen oy : X xg X — X die Addition, tx : X — X die Inversion
und ey : S — X die Identitdit der komplex analytischen Gruppe X.

13.2. Morphismen von komplex analytischen Gruppen. Seien X, Y komplex ana-
lytische Gruppen iiber S. Wir nennen einen Morphismus f: X — Y von komplexen
Raumen tiber S einen Morphismus von komplex analytischen Gruppen iiber S, wenn
hy(T): hx(T) = hy(T) fiir alle komplexen Rdume 7 iiber S ein Gruppenhomomor-
phismus ist.

SATZ 13.2.1. Es seien X und Y komplex analytische Gruppen iiber S mit Additio-
nen ay und ay. Ein Morphismus von komplexen Rdumen itiber S ist genau dann ein
Morphismus von komplex analytischen Gruppen iiber S, wenn das folgende Diagramm
kommutativ ist:

Xxg X —* .y

fol J{f (13.2.2)

YXgY ——Y
ax

Beweis. Die Aussage folgt mit Korollar (vgl. Beweis von Satz und
[TCE Bemerkung zu Theorem 4.1, S. 80]). O

13.3. Die assoziierte Gruppe einer Os-Bigebra. Eine bikommutative Os-Bigebra
B ist eine (kommutative) Og-Algebra zusammen mit Og-Algebramorphismen
ag: B— B Qus B, tz: B — Bund eg: Us — B, so dass die folgenden Diagram-
me kommutativ sind (vgl. [MHAL II.3.10, S. 83]):

g ® idg

idg ® 06%1\ Ta% (13.3.a)

%@@S%T%
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B R B 2212 B0 B

Ag{ Ta% (13.3.b)
B P Og . B

B Qs B 75 ® Os ®os B

A%J }%@) idgg (13.3.¢)
B0 B Ros B

BRos B —3F— BRos B

\ / (13.3.d)

Dabei bezeichnet 0: B ® 0y B — B @0y B dle Permutation der beiden Faktoren.

Wir nennen ag: B — B Qg B dic Koaddition, 1g: B — B die Koinversion und
es: B — Os die Koidentitit der Os-Bigebra %. Da die Diagramme (13.3.a)-(13.3.d)
dual zu den Diagrammen (13.1.a)-(13.1.d) sind, erhalten wir somit:

SATZ 13.3.1. Es sei B eine endlich prisentierte bikommutative Os-Bigebra mit Ko-
addition ag: B— B B, Koinversion ig: B— B und Koeinheit eq: B — Og. Dann ist
(X, mx) := Specan(B) zusammen mit oy = Specan(ag): X — X xg X als Addition,
txy := Specan(ig): X — X als Inversion und ex := Specan(eg): S — X als Einheit
eine komplex analytische abelsche Gruppe iiber S.

§ 14. Lineare Riume

Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis der Dualitit von linearen Rdumen und ko-
hiarenten Moduln unter der Verwendung des Axelsson-Magnusson Theorems [12.1.1
Wir beginnen mit der Definition von linearen Rdumen und deren Morphismen. Im
Anschluss untersuchen wir die Garbe der homogenen Schnitte eines linearen Raumes
und zeigen, dass das analytische Spektrum der symmetrischen Algebra eines kohédren-
ten Os-Moduln ein linearer Raum tiber S ist. Wir beweisen dann den Dualititssatz
und zeigen als Anwendung die Darstellbarkeit von linearen Raumen.

14.1. Definition linearer Rdume. Ein komplexer Raum X iiber S zusammen mit
einer funktoriellen hcxs(7)-Modulstruktur auf hy (7') fiir alle komplexen Raume T
iber S heilBt linearer Raum iiber S. Ist X ein linearer Raum, so ist X also insbesondere
eine komplex analytische abelsche Gruppe iiber S und ein komplex analytischer Kegel
iber S.

SATZ 14.1.1. Ein komplexer Raum (X, my) tiber S ist genau dann ein linearer Raum
tiber S, wenn es Morphismenayx: X Xs X > X, ux: (CxS)xs X > X, ex: S—> X
von komplexen Rdumen iiber S gibt, so dass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(1) (X, ) mit ay als Addition, ;Lg( : X — X als Inversion und eX S — X als Einheit

ist eine komplex analytische abelsche Gruppe tiber S, wobei ,u ¥ —V die elementweise
Multiplikation mit —1 bezeichnet (vgl.[9.2]).

(2) (X, ) mit uy als Multiplikation und ex als Spitze ist ein komplex analytischer
Kegel iiber S.
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(3) Gruppen- und Kegelstruktur sind distributiv vertrdglich. Das heifit, die beiden fol-
genden Diagramme sind kommutativ:

CxS)Xxs A xg X ——— = (Cx ) xs X xs (CxS) xs X

id@XSanJ Juxxux (14.1.2)
(C XS) XsX X XXSX

22'¢ oy

CxS)xs(CxS)xg X ———(CxS) xg X xg (Cx8S)xs X

aCxSXidXJ J{MXXILX (14.1.b)
((C X S) X X X X Xs X

nx ox

Beweis. Fiir (1) und (2)) siehe Satz[9.1.1]und Satz[13.1.1] Die Aussage von (3)) folgt
mit Korrollar[2.2.2] aus den entsprechenden durch die funktorielle Modulstruktur ge-
gebenen kommutativen Diagrammen. O

14.2. Morphismen von linearen Riumen. Sind X,Y lineare Riume iiber S, so
heilt ein Morphismus f: X — Y von komplexen Raumen iiber S ein Morphismus
von linearen Rdumen iiber S oder kurz eine lineare Abbildung, wenn die Abbildung
hx (f): hx(T) — hy(T) fiir alle komplexen Raume T iiber S eine hcxs(T)-lineare
Abbildung ist.

SATZ 14.2.1. Es seien X, Y lineare Riume iiber S mit Additionen ay,ay und Mul-
tiplikationen ux, pwy. Ein Morphismus f: X — Y von komplexen Réumen tiber S ist
genau dann ein Morphismus von linearen Rdumen tiber S, wenn die beiden folgenden
Diagramme kommutativ sind.:

ax
X xg X —— X

foJ lf (14.2.2)

YXSYTY

(CxS)yxs X —X 4 x

idxfl lf (14.2.b)

(CxS)xsY — Y
Beweis. Folgt aus Satz[13.2.1]und Satz[9.4.1} O

14.3. Die Garbe der homogenen Schnitte eines linearen Raumes. Sei X ein linea-
rer Raum iiber S. Fassen wir X xg X als komplex analytischen Kegel {iber S mit der
entsprechenden durch die Multiplikation auf X induzierten Multiplikation auf (vgl.
Abschnitt [9.5), so besagt das erste Distributivgesetz gerade, dass die Abbil-
dung oy : X - X x5 X ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln iiber S ist.
Nach Satz[11.3.2] gibt es somit einen Morphismus &y : ¥ — ¢¥*sX yon (s-Kegel-
algebren. Durch Komposition mit dem Isomorphismus gXXS x (vgl erhalten
wir einen Morphismus oygx : ¥ — 4* ®¢, 4%, so dass das folgende Diagramm
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kommutativ ist:

¥ T s X T X Rog AX (14.3.2)

ixj( liXXSX J{SE(XSX

xs X XxsX
nFOx —— e T Oxxgx === 5" Oxxsx

SATZ 14.3.1. Es sei X ein linearer Raum tiber S und s € S gegeben. Bezeichnet
agx s AX — AX ®¢g AX den durch die Addition induzierten Morphismus von Os-Ke-
gelalgebren, und ist a,, € &Q,),f’s sowie

a&i)‘f,s(am) Zzbll ® Cm— —i,j € @'ﬂlé‘@(ﬂs‘s m—i,s > (143b)

i=0 j

=(d§®mS,stX)

m

so gilt fiiri =0, ...,m:
m
D bijCmeij = (l. )am (14.3.c)
J

Beweis. Aus dem zweiten Distributivgesetz[14.1.berhalten wir das folgende kom-
mutative Diagramm von Os-Kegelalgebren:

7

X Aax X X
Os[t] ®os Us[t] ®gs A* «————— Os[t] ®us 4" o Us[t] ®og o
@og[®idyx T T“&«X ® hyx

Os[t] ®os A¥ AX AX ®¢gy AX

Ko x .4

Fiir die rechte Seite ergibt sich:

A;dx,s ° (M&fX,S ® lu&dx,s) O UyX s (am)

m
= Al © HagXs ® Py s ( DD b ® Cmi,j)

i=0 j
m
j —i
SR D30 DL TV Yo Yoy
i=0 j
m
DD AT @b emoi
i=0 j

Die linke Seite ergibt:

As[t] s ® ldgng O KX s (am) = Ol(ﬂs [£1,s & ld&{X ( " ® am)
m

(z®1+1®z)’"®am = Z(@)z"@t’""@am
i=0

1

Durch Vergleich der Koeffizienten folgt somit die Aussage. O
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KOROLLAR 14.3.2. Es sei X ein linearer Raum iiber S und s € S gegeben. Bezeich-
net ayx : AX — AX ®gg AX den durch die Addition induzierten Morphismus von Og-
Kegelalgebren, dann gilt fiir U C S offen und alle a; € &4{‘/ U):

ayx(@)=a1 @1+ 1Qa; (14.3.d)

Beweis. Seis € U und ayx(a1,s) gegeben durch Z}:o Zj bi,j ® ¢1—i,j. Dann
ergibt sich folgende Rechung:

oyxg(a,s) (Zbo,j ® Cl,j) + (Zbu ® CO,j)
J J
= (Z 1 ® bo,j 'Cl,j) + (Zbu o,j ® 1)
J J

KOROLLAR 14.3.3. Es sei X ein linearer Raum iiber S und m > 1. Bezeichne
Am: &4;}:_1 ®os &d;‘/ — &4,),{ die kanonische Abbildung ay,—1 ® a1 — am—1 - ay und
B, die Komposition

m
o x
X st X X Pm—1 X X
Ay, —— @&ﬁi Qs Hpp_i ———> Ay oy A7

m—i
i=0

wobei die rechte Abbildung die Projektion auf den (m — 1)-ten Summanden multipliziert
mit % bezeichnet. Dann ist Ay, 0 B,y = id&g%, und insbesondere gilt fiir m > 1.

AX = imA, = A4f  -af

m

Ists € Sunday-- am € dpy mit a; € A und bezeichnet t;; die Transposition,
welche i und j vertauscht, so gilt:

1 m
Ems(ar--am) = ;Zan.m(l)”'ar,-_m(m—l)®ar,~.m(m)
i=1

Beweis. Seis € S. Dann gilt fiir alle a,, € sy -

m n
Ay o Pm—1 Oa&gX,s(am) Am © Pm—1 (Zzbi,j & Cm—i,j)
i=0j=1

1 « 1 o
= Am(gzlbm—l,j®cl,j) = Ezbm—l,]"cl,]’
j= j=

1
@_( m )am — o,
m\m—1
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. X X il
Fira,---am € 4;, ( mita; € Al s gilt:

]

m,s(al-..am) = Pm-1 Oaﬂx’s(al...am)

Pm—l(l_[%gX,s(ai)) pm—l(l_[ (ai I+1® ai))

i=1 i=1

1 m
- n_’l Eafi.m(l) e ati,m(m_l) ® afi.m(m) D
i=

Nach Satz ist &d;" ein kohérenter Og-Modul. §omit erhalten wir, indem wir
ANT) = &le fir lineare Raume 7 tber S und A(f) = f; fir Morphismen f: T — T’
von linearen Raumen iiber S setzen, einen kontravarianten Funktor von der Kategorie
der linearen Raume iiber S in die Kategorie der kohdrenten Os-Moduln.

SATZ 14.3.4. Es sei X ein linearer Raum iiber S. Dann ist durch den Og-Algebra-
morphismus

S(af) — ¥
z !
aAp*x % dy = ajp--- dpy
ein natiirlicher Isomorphismus von Os-Kegelalgebren definiert, wobei S(&Q;Y ) die symme-
trische Algebra von &4{( bezeichnet.

Beweis. Aus Korollar folgt, dass ¥ graduiert und surjektiv ist. Wir zeigen,
dass v zusitzlich injektiv ist. Sei dazu s € S und

J = @Jm = ker vy .
m=0
Dann gilt Jo = J; = 0. Nehmen wir also an, dass J,,—; = 0 ist. Bezeichnet ; ;

die Transposition, welche i und j vertauscht, und &,, die Symmetrische Gruppe der
Ordnung m, dann sind die Abbildungen

S"(sty) —> S"TH(sH,) ®os , S
P ar % dym > % éaq.m(l) *eeekdy (m—1) @ dg; . (m)
ST (AY) ®os S, —> S"(A)
q: A1% - % dpm1 Qdpm +> % Zaa(l)*...*aa(m)
0EGm

wohldefiniert, und wir erhalten das folgende kommutative Diagramm (vgl. Korollar
14.3.3):
id

S™ (‘Qg{(,s) % Sm_l (&Q;‘js) ®@S.s ‘ﬂ;‘:s % S™ (&Q{s)

V’m,sl J]wmfl,s®id J{‘/fm.x

X X X X
—_—> _—
'ng s X —1,s ®(9S.s &41 K} 'ng,s

m Am



62 V. DIE DUALITAT VON LINEAREN RAUMEN UND KOHARENTEN MODULN

Bezeichnet ¢: J,,,_1 — &dfrf_l , die kanonische Inklusion, so ergibt sich:

I gop(Jm) C g(kerym_1,®id) = ¢(im:® id)

= ¢(®id(Jm-1® &4{‘;)) =0
Es bleibt die Natiirlichkeit der Isomorphie zu zeigen. Dazu ist fiir Morphismen

f: T — T’ von linearen Rdumen {iber S die Kommutativitat des folgenden Diagram-
mes nachzuweisen:

SoA(f)=S(fV1)T T\w)#

S(o]) ——— ™
Vs

Fiir homogene Elemente vom Grad < 1 ist das Diagramm trivialerweise kommutativ.
Da sich homogene Elemente vom Grad > 2 eindeutig als Summe von Produkten von
homogenen Elementen vom Grad 1 darstellen lassen, folgt die Kommutativitit des
Diagrammes. d

KOROLLAR 14.3.5. Es sei X ein linearer Raum iiber S. Dann ist der durch die Addi-
tion induzierte Morphismus von Os-Kegelalgebren gegeben durch:

dAX  — oA ®gg AX
Uyx .
st ay-am > [l (@ ®14+1®a;)

KOROLLAR 14.3.6. Es sei X ein linearer Raum iiber S. Dann ist A% zusammen
mit agyx : AX — A% ®¢, AX als Koaddition und eyx : A% — Os als Koeinheit eine
bikommutative graduierte Os-Bigebra, und - S(&ﬁf( ) — oAX ist ein Morphismus von
bikommutativen graduierten Os-Bigebren.

14.4. Der assoziierte lineare Raum eines Og-Modul. Sei S ein komplexer Raum
und & ein kohérenter Os-Modul. Dann ist die symmetrische Algebra S(&) von & nach
Satz[4.1.4]eine Os-Kegelalgebra. Wir definierten Abbildungen wie folgt:

S(€ — S(&) ®os S(&)
0s(@) - m S (I4.4.a)
1% xam > i @®1+1Qa;)
S@ — Us[t] ®os S(&)
Is@) : { o (14.4.b)
1 ckay, > M ®apx--- kap
S@E — O0Og
es@) ! 1 fallsm =0, (14.4.¢)
ap x -+ *dy >
0 sonst

Die Abbildungen agg) und eg(g) sind die kanonische Komultiplikation und die
kanonische Koeinheit, welche auf S(&) die Struktur einer bikommutativen graduierten
Os-Bigebra definieren [BA] I11, § 11.4, Examples (2), S. 586].

SATZ 14.4.1. Es sei & ein kohdrenter Os-Modul. Dann ist (X, wy) := Specan(S(%))
zusammen mit den Abbildungen ay := Specan(as(g)) 1 Xxs X=X als Addition, ux =
Specan(us@)): (CxS)xs X — X als Multiplikation und ex := Specan(eg(g)): S —X
als Einheit ein linearer Raum tiber S.



§ 14. LINEARE RAUME 63

Beweis. Sei tgg) 1= ﬁé?g})) , dann gilt (vgl. ):

S® — S®)

LS(®) -
©® {al*-u*am = (=D"-ap % xapy

Da die Diagramme - kommutativ sind, definieren die Abbildungen
as). tsg) und esg) die Struktur einer bikommutativen Og-Bigebra auf S(%). Nach
Satz[13.3.1]ist X zusammen mit iy als Addition,

Mf\fl) = Specan (uézg})) ) = Specan(ts(g))
als Inversion und ey als Einheit eine abelsche komplex analytische Gruppe iiber S und
nach Satz[10.2.1)zusammen mit px als Multiplikation und ey als Spitze ein komplex
analytischer Kegel iiber S. GemaB Satz[14.1.1] bleibt somit zu zeigen, dass Gruppen-
und Kegelstruktur distributiv vertraglich sind. Betrachten wir dazu die beiden folgen-
den Diagramme:

/

A(O t
Os[t] ®os S(€) ®og S() 5 g0 ®os S(8) ®og Us[t] ®og S(¥)

idms[:]®¢¥5(3)T TILS(g)@MS(%)
0511 B SE) ¢ S&) 3 @) Boy S@
A/
05[] ®os Oslt] ®os S(&) +——— Os[t] ®os S(&) o Uslt] ®os (&)
2og® idS(ﬁ)T TNS(%) ® Us(®)
0511 B SE) ¢ SE) 3 @) Boy 5@

Um die Kommutativitdt der Diagramme zu zeigen, reicht es, homogene Elemente vom
Grad 1 zu betrachten [BA] I11, § 6.1, Proposition 2, S. 497]. Sei also s € S und a; €
S' (), dann gilt:
Alpgils © HS5@).s ® 1s@).s © Us@).s(a1)
= Algls © 5@ ® s@)s(@1 ® 1 +1®ar)
s ®a IR 1 +1Q101Qa)
= 11 ®1+1®1Qa; = (@1 ®1+1Qa)
= idosins ® as@.s(t @ 1) = idogis ® as@).s © ns@.s(a1)
AS@).s © H5@).s ® Ls@).s © ts(@).s (1)
A s ((®a1 ®1@1+10181®ay)
= (t®1®a+1®t0a) = (1+101)®a
= osl)s ®ids@).s (1 ® ar) = gl @ ids(e)s © is@).s(@1)
Mit Satz[6.1.1]folgt nun die Kommutativitit der Diagramme (14.1.a) und (14.1.5). O

KOROLLAR 14.4.2. Es sei X ein linearer Raum iiber S. Dann ist Z = Specan(s{X)
zusammen mit den Abbildungen oz = Specan(ayx): Z xs Z — Z als Addition, uz 1=
Specan(uyx): (CxS)xs Z—Z als Multiplikation und ez = Specan(eyx): S—Z als
Einheit ein linearer Raum iiber S, und die Abbildung Specan(y): Z—=>Specan(S(={))
ist ein natiirlicher Isomorphismus von linearen Réumen iiber S.
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SATZ 14.4.3. Es sei ¢: F — & ein Morphismus von kohdrenten Os-Moduln. Dann
ist Specan(S(¢)) : Specan(S(&)) — Specan(S(%)) ein Morphismus von linearen Réumen
tiber S.

Beweis. Anhand der Definitionen (14.4.a) und (14.4.b) von ag) und s sehen
wir, dass die beiden folgenden Diagramme kommutativ sind:

xS(&)

S(&) ®os S(&) S(®)

S(p)® S(tp)] TS(@

Os[r] ®og S(&) 5@ S(®)

id® S((o)T TS(@

Mit Satz[6.1.1]folgt nun die Kommutativitat der Diagramme (14.1.a) und (14.1.5). O

Wir erhalten folglich, indem wir V(€) = Specan(S(&)) fiir kohidrente Os-Mo-
duln & und V(¢) = Specan(S(¢)): Specan(S(€’)) — Specan(S(%)) fiir Morphismen
¢: & — & von kohidrenten Og-Moduln setzen, einen kontravarianten Funktor von der
Kategorie der kohédrenten ()g-Moduln in die Kategorie der linearen Raume iiber S.

14.5. Das Fischer-Prill Theorem. Sei (X, 7x) ein linearer Raum iiber S. Fiir
U C S offen bezeichne Xjy den komplexen Unterraum (73" (U), (DXln;l(U)). Wir set-
zen fir U C S offen:

LX) = { f €Homy(Xy.CxU) : f linear}
Dann definiert U + $X (U) zusammen mit den kanonischen Restriktionsabbildun-

gen eine Prigarbe #% von Mengen auf S. Wir nennen £% die Garbe der Linearformen
von X . Diese Bezeichnung wird gerechtfertigt durch den niachsten Satz:

SATZ 14.5.1. Es sei (X, wx) ein linearer Raum. Dann induziert der funktorielle Iso-
morphismus Br1/s: hcxs — Fr,1/s eine Bijektion

PX = gqf,
welche die Struktur eines kohdrenten Os-Modul auf £X induziert. Sind ¢1,¢, €
LX(U), so ist die Addition gegeben durch:

1+ @2 1= acxu o @1 X 20 Ay,

Ist g € $X(U), A € Os(U), und bezeichnet £: U — C x U die durch A induzierte
Abbildung, so ist die Multiplikation gegeben durch:

Ao = pexu e (Lo mx, X @) o Axy,

Beweis. Sei U C S offen und ¢ € Homy (X|y, C x U). Aufgrund von (3.4.b) ist
das Diagramm genau dann fiir ¢ kommutativ, wenn

@onx, () = pexu o (idx, x¢)G)
ist. Nun gilt fiir a := [Br,1,5 (X|v)](¢) = @(3) einerseits

m(ﬁ) = ﬁX|UO€5(3) = ﬁz\/\u(a)s



§ 14. LINEARE RAUME 65

und andererseits

pexu o (idxy X 9)(6) = idx, x ¢ o ficxu() = idy, x 9G ®3)
= 3®0(3) = 3®a.

Wir sehen somit, dass das Diagramm (14.2.b) genau dann kommutativ ist, wenn
fixy (@) = 3 ® a, das heit wenn a € o (U) ist. Sei nun @ € #f(U) und
¢ :=[Br 11 /s (X|v)l(a) die durch a induzierte Abbildung. Dann gilt:

acxv o (@ X 9)(3) = gxXpodcxu() ZgXeGR1+1®3)
= IH®1I+107G) = a®1+1®a 2 Gy, (@)
= Gx, oPB) = Poax,(3)

Mit (3.4.b) folgt, dass das Diagramm kommutativ ist, und somit ¢ ein Mor-
phismus von linearen Raumen tiber S ist.

Es bleibt somit zu zeigen, dass die durch den funktoriellen Isomorphismus
FX = &df( induzierte Us-Modulstruktur mit der oben angegebenen iibereinstimmt:

P11 T 02() = acxu o (91 X @2) 0 Ay (3)
= Ay oo X P2 o@exv () = Ay o i X2 ® 1+ 1®35)
= Ay (@) ®1+18¢0:0) = Ay (@1 ®1+1®a)

= a1+ a

A-9(3) = pcxvolomx, x@)o Ay, (3)
= ZX\U oﬁonxlU X @ o exu(3) Z)ﬂU OKO”X‘U Xp(;®3)
= Axy (Fxe o lG) ®3G)) = Axy (Fx, (V) ®a)

= Fxy(A)-a = Aea O
Insbesondere erhalten wir einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der
linearen Raume iiber S in die Kategorie der koharenten (s-Moduln, indem wir
L(T) = £7 fir lineare Riume 7 iber S setzen und L(f): T — #7 fiir Mor-
phismen f': T — T’ von linearen Raumen tiber S wie folgt definieren:
gT'U) — ST
L(f)u: ) (, ) U C S offen, (14.5.2)
¢ = ¢°fiu
KOROLLAR 14.5.2. Sei X ein linearer Raum iiber S. Dann sind die Funktoren L und
A isomorph.

Beweis. Nach Satz ist L(T') ~ A(T) fir komplexe Rdume T iiber S. Es
bleibt somit die Natiirlichkeit der Isomorphie zu zeigen. Das heil3t, fiir U C S offen ist
die Kommutativitit des folgenden Diagrammes nachzuweisen:

Br.1yu(T)
$T(U) r.1/U &QIT(U)
L(f)UT TA(f)U=fV1,U
T’ &QT/ U
$ (U) BI‘.I/U(T/) 1 ( )
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Sei also ¢ € £T'(U), dann gilt:

Brayu(T) o L(NHu@) B2 [Bro(M@ o fiv) 2 ¢o fivG)
= fuod® = Law@®0) = v(@6) = o)
i fiv o [Brayu(TH(¢) O

THEOREM 14.5.3 (Fischer-Prill). Es sei S ein komplexer Raum. Der Funktor
V:& » Specan(S(%)) von der Kategorie der kohdrenten Og-Moduln in die Katego-
rie der linearen Réume tiber S ist eine Antidquivalenz von Kategorien. Quasi-Inverse zu
V sind gegeben durch die Funktoren L: X ~> X und A: X ~> sﬁ;‘/ .

Beweis. Sei @ ein kohidrenter Us-Modul. Dann ist X := V(&) nach Satz[14.4.1]ein
linearer Raum tiber S. Gemaf Satz haben wir einen natiirlichen Isomorphis-
mus von (g-Kegelalgebren §X: S(%) == o4% . Durch Restriktion auf die homogenen
Elemente vom Grad 1 erhalten wir einen Isomorphismus von Os-Moduln wie folgt:

€ =S1(®) = Af = AV(©)

Dieser ist natiirlich in € und induziert einen funktoriellen Isomorphismus zwischen
dem Identitatsfunktor der Kategorie der koharenten ()s-Moduln und dem Funktor
A oV, denn fiir Morphismen ¢: & — & von kohidrenten Os-Moduln folgt aus der
Kommutativitat von die Kommutativitit des folgenden Diagrammes:

Ex,
€ =8 —————— Sl(t¥) = X = Ao V(®)
w=sl(<o)l lAOV(w)=/71
¢ =S1(E)—————S' () =4X = Ao V(&)
X1

Dabei bezeichnen X := V(%) und X’ := V(&) die assoziierten linearen Riaume tiber
S und f := V(¢) die zu ¢ assoziierte Abbildung.

Sei umgekehrt (X,my) ein linearer Raum iiber S mit Addition oy und
X', mx) = Specan(&dX ) Nach Korollar ist X’ ein linearer Raum tiber S,
wobei die Addition gegeben ist durch oy’ := Specan(oyx ). Gemail Satzhaben
wir einen Isomorphismus f: X = X’ von komplex analytischen Kegeln tiber S. Wir
zeigen, dass f linear ist. Das bedeutet, es ist fiir alle komplexen Raume 7T {iber S die
Kommutativitdt des oberen Rechtecks in dem folgenden Diagramm nachzuweisen:

hary (T)
hxxgx(T) ———— hx(T)

hfxf(T)l J{hf(T)
hay, (T)

hy/xg x'(T) ——————hx/(T)
YstX @ g X (T)lz zlyﬂx (T)
G

Guax g atx (T) —* 5 Gy (T)
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Wir zeigen dazu die Kommutativitdt des duBeren Rechtecks. Betrachten wir jedoch
zunichst das folgende kommutative Diagramm:

oHAX L—l>ﬂX ®og ﬂX(t;ﬂX
S I U S
X/ = X/ -

) / P / 12 ’ .
Ix | JTX (OX/—> XXS (OX/X X/(i]‘[X (DX/ /lX

JT;Y,fJ/ J/ X/xSX/fo Jﬂf’V

X XxsX X
(QX—>71 N (QXXSX <—nXﬁ i Oy
* P2

”* D1
Anhand von folgt somit:
XXSXfX f SX/X X = S,I’YXSX (14'5'b)

Sei nun ¢ € hyxyx(T), dann ergibt sich die folgende Rechnung:
[GaﬂX © YstX@gq AX © hywr(T)](¢) = [Ga&gxo VX @ g X (D((f xs ) © ¢)
= [Gu e (D] ("X s 100 © Eprs )
& ﬁf xs X! m ° EX/XSX’ O Ogx

~ ’ ) —
— XxsX¢ o JTX xs X Fxs fo §§/fo)(/ o oyx

0 055G o Ergx o aax = VG o ¥ ay o ix
D XxsX "r
n*xs(ﬁon*axon*fogg(=7Tf(fOOlXo¢o§g”

= [yux(D)](foaxo¢) = [yyxohsoha (T)]()

Die Abbildung f ist somit ein natiirlicher Morphismus von linearen Raumen {iber S,
und daher ist die Komposition

Specan(y) o f: X == Specan(S(s#y)) = Vo A(X)

nach Korollar ebenfalls ein natiirlicher Isomorphismus von linearen Rdumen
iiber S. Die Natiirlichkeit der Isomorphie bedeutet dabei, dass fiir alle Morphismen
¢: X — Y von linearen Raumen iiber S das folgende Diagramm kommutativ ist.

X ,{ Specan(s4¥) Specawn(%() Specan(S(s£7))
wl J]@o\l’(rp)=5pecan(¢) J]VOA((D)=SDCC€1H(S(¢1))
Y . Specan(sfY') ——— Specan(S(sY))

Wir sehen somit, dass der Identitatsfunktor in der Kategorie der linearen Raume iiber
S isomorph zum Funktor Vo A ist. O

14.6. Triviale lineare Riume und Darstellbarkeit. Der C” ist zusammen mit Ad-
dition und Multiplikation der kanonischen Vektorraumstruktur und dem Nullschnitt
ecn : {0} — C" als Einheit ein linearer Raum tiber dem reduzierten Nullpunkt ({0}, C).
Ist S ein komplexer Raum, so erhalten wir durch Basiswechsel einen linearen Raum
C" x S tiber S mit Addition acrxs := acn xidg, Multiplikation pucnxs := pucn Xidg
und Einheit ecnxs := ecn xidg, welchen wir als den trivialen n-dimensionalen linearen
Raum itiber S bezeichnen.
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SATZ 14.6.1. Ein linearer Raum X iiber S ist genau dann isomorph zum trivialen n-
dimensionalen linearen Raum iiber S, wenn ﬂf( ~ (955’ ist.

Beweis. Nach Satz[14.5.3|reicht es, eine Richtung zu zeigen. Sei also X = C" x S
der zu Og assoziierte lineare Raum iiber S. Dann sind Multiplikation und Einheit von
X nach Satz gegeben durch die gewichtete Multiplikation vom Typ (1, ..., 1)
und dem Nullschnitt ecnxs. Es bleibt somit zu zeigen, dass Specan(as((gg)) = acnxs
ist. Dies folgt aus Korollar[5.4.2] denn firi = 1, ..., n gilt:

Acnxs (i) = dcnxs(Pi(zi)) = Prodcn(zi) = pizioacn)
= Pi(zi+zien) = 3i +3itn
= Epon i ®1+1®8) = &l g o ag(en)(ti) U

Ein linearer Raum X iiber S heil3t darstellbar, wenn es fiir alle s € S eine Umge-
bung U von s und einn € N gibt, so dass die Restriktion von X auf 7~ (U) isomorph
zu einem linearen Unterraum des trivialen n-dimensionalen linearen Raumes iiber U
ist.

SATZ 14.6.2. Jeder lineare Raum iiber S ist darstellbar.

Beweis. Sei X ein linearer Raum iiber S. Nach Satz[14.5.3/kénnen wir ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass X = Specan(S(%)) ist, wobei & ein
kohirenter Os-Modul ist. Da es sich um eine lokale Aussage handelt und & kohérent
ist, kdnnen wir auBerdem annehmen, dass es einen Epimorphismus

p: 0§ —¢€
von Og-Modul gibt, so dass ker ¢ von endlich vielen globalen Schnitten erzeugt wird.
GemiB Satz[14.6.1]ist Specan(0g) = C" x S der triviale n-dimensionale lineare Raum
iiber S und S(p): S(OF) — S(&) ist epimorph [BA] III, § 6.2, Proposition 4, S. 499].
Die Abbildung ¢ induziert somit einen Morphismus
Specan(S(¢)): X — C"x S
von linearen Raumen iiber S, welcher nach Satz[5.4.3]eine abgeschlossene Einbettung
ist. O
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