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Einleitung

Ist E ein holomorphes Vektorraumbündel über einem komplexen Raum S vom Rang
n, so bilden die holomorphen Schnitte von E einen lokal freien OS -Modul vom Rang
n. Ist umgekehrt E ein lokal freier OS -Modul vom Rang n, dann gibt es per Definition
eine offene Überdeckung U D fUigi2I von S und Isomorphismen gi W EjUi

�
�! O n

S jUi
.

Die Abbildungen

gij WD gi B g�1
j 2 GL.n;OS .Ui \ Uj //

erfüllen die Cozykel-Bedingung gij D gik Bgkj und bestimmen somit ein holomorphes
Vektorraumbündel über S vom Rang n. Dies ergibt die bekannte Äquivalenz zwischen
der Kategorie der holomorphen Vektorraumbündeln über S vom Rang n und der
Kategorie der lokal freien OS -Moduln vom Rang n [AF, S. ].

Lokal freie OS -Moduln sind insbesondere kohärent. Es stellt sich somit die Fra-
ge, ob einem kohärenten OS -Modul ein geometrisches Objekt ähnlich zu einem Vek-
torraumbündel zugeordnet werden kann. Dies ist in der Tat der Fall und führt zum
Begriff des linearen Raumes.

Sei S ein komplexer Raum. Ein linearer Raum über S ist ein komplexer Raum
X zusammen mit einer holomorphen Abbildung � W X ! S , so dass die folgenden
Eigenschaften erfüllt sind:

() Für alle x 2 X trägt die Faser Xs WD ��1.s/ die Struktur eines komplexen Vek-
torraumes.

() Die durch die Vektoraddition definierte Abbildung X �S X!X und die durch die
Multiplikation mit Skalaren definierte Abbildung C �X !X sind holomorph.

Lineare Räume wurden unabhängig voneinander zunächst von G in
[TCGA V] und später von G in [Gra] eingeführt. Während die Definition von
G mit der oben gegebenen übereinstimmt�, erfolgt bei G die Kon-
struktion in der Sprache der geringten Räume und darstellbaren Funktoren. Die glei-
chen Methoden benutzt G in [EGA, I, § , S. ff], um lineare Räume
und weitere geometrische Konstruktionen der klassischen algebraischen Geometrie
auf die Theorie der Schemata zu verallgemeinern. G zeigte in [TCGA V],
dass für einen kohärenten OS -Modul F der Funktor

.T; �/ HomOT
.��F ;OT /

von der Kategorie der komplexen Räume über S in die Kategorie der Mengen dar-
stellbar ist und die Darstellung durch einen linearen Raum gegeben ist. Man erhält so
einen (kontravarianten) Funktor V von der Kategorie der kohärenten OS -Moduln in
die Kategorie der linearen Räume.

�Lineare Räume gemäß unserer Definition werden bei Grauert als quasi-lineare Räume
bezeichnet. Lineare Räume sind bei Grauert die darstellbaren linearen Räume im Sinne von
Fischer.
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2 EINLEITUNG

Ein linearer Raum, welcher lokal isomorph zu einem Unterraum eines trivialen li-
nearen Raumes ist, wird darstellbar genannt. In [Fis] zeigte F, dass für einen
darstellbaren linearen Raum X über einem komplexen Raum S die Garbe der Linear-
formen LX kohärent und V.LX / isomorph zu X ist. Dies ergibt eine Dualität zwischen
der Kategorie der darstellbaren linearen Räumen über S und der Kategorie der ko-
härenten OS -Moduln. F vermutete, dass jeder lineare Raum über S darstellbar
sei. Für den Fall, dass X reduziert und die Faserdimension von LX konstant ist, wurde
dies bereits in [Fis] gezeigt. Der allgemeine Fall konnte kurze Zeit später von P

in [Pri] bewiesen werden. Man erhält also den folgenden Dualitätssatz:

T (Fischer-Prill). Es sei S ein komplexer Raum. Dann sind die Kategorie
der linearen Räume über S und die Kategorie der kohärenten OS -Moduln zueinander
dual.

Die Dualität von linearen Räumen über S und kohärenten OS -Moduln lässt sich
weiter verallgemeinern. Der folgende Dualitätssatz wurde in [AM] von A

und M bewiesen:

T (Axelsson-Magnusson). Es sei S ein komplexer Raum. Dann sind die
Kategorie der komplex analytischen Kegel über S und die Kategorie der endlich präsen-
tierten graduierten OS -Algebren zueinander dual.

Ziel dieser Arbeit ist die Ausarbeitung und Präsentation dieses Ergebnisses. Wir
gehen dabei wie folgt vor:

Im ersten Kapitel werden zunächst einige Grundlagen zusammengestellt. Im Mit-
telpunkt stehen der Begriff des darstellbaren Funktors und die Kategorie der komple-
xen Räume über einem Basisraum. Gegenstand des zweiten Kapitels ist das analyti-
sche Spektrum. Hauptquelle ist der Vortrag von H [Hou] im E.N.S. Seminar
von C aus dem Jahre . Die Darstellung ist ausführlicher als in H,
beschränkt sich aber auf die im Folgenden benötigten Resultate. So wird z.B. nicht
näher auf das analytische Spektrum im Falle einer kohärenten OS -Algebra eingegan-
gen. Der Begriff des komplex analytischen Kegels über einem Basisraum wird im drit-
ten Kapitel eingeführt. Dabei wird ähnlich vorgegangen, wie bei der Definition von
Gruppenschemata. Zunächst werden Kegel als algebraische Struktur in der Kategorie
der Mengen definiert. Diese Definition wird dann mittels Reduktion auf Ens auf die
Kategorie der komplexen Räume über S übertragen. Im vierten Kapitel wird bewie-
sen, dass die Kategorie der komplex analytischen Kegel über S dual zur Kategorie
der endlich präsentierten graduierten OS -Algebren ist. Die Darstellung orientiert sich
an der Originalarbeit von A und M [AM], wobei Beweise ergänzt
und, wo es sinnvoll erschien, neu strukturiert wurden. Insbesondere wurde der Teil
im Beweis des Dualitätssatzes, welcher in [AM] nur skizziert ist, detailliert ausge-
arbeitet. Im fünften und letzten Kapitel wird die Dualität von linearen Räumen über
S und kohärenten OS -Moduln gezeigt. Grundlage ist dabei nicht der Originalbeweis
von F und P [Fis, Pri], sondern der von A und M

skizzierte Beweis in [AM].

Ich möchte mich an dieser Stelle ganz herzlich bei Herrn Prof. Dr. O

R für die freundliche und motivierende Betreuung bedanken. Außer-
dem danke ich allen, die mich während des Studiums unterstützt haben. Ganz beson-
deres danke ich meiner Familie für ihre Unterstützung und Geduld.



KAPITEL I

Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir einige Grundlagen zusammen, die für das Verständnis
dieser Arbeit besonders wichtig sind.

§ . Allgemeine Bezeichnungen

Alle Ringe sind, soweit nicht anders angegeben, kommutative Ringe mit Eins. Wir be-
zeichnen mit Ens die Kategorie der Mengen zusammen mit ihren Abbildungen. Ist C

eine Kategorie, so bezeichnen wir mit Cı die duale Kategorie. Für einen kontravarian-
ten Funktor F von einer Kategorie C1 in eine Kategorie C2 schreiben wir F W Cı

1!C2.
Ein Morphismus ' W F ! G von Prägarben auf einem topologischen Raum X ist

per Definition gegeben durch eine Familie von Homomorphismen

' D
n
'U W F .U /! G.U /

o
U �X offen

zwischen den Schnitten. Für den Homomorphismus 'X W F .X / ! G.X / zwischen
den globalen Schnitten unterdrücken wir in der Regel den Index und schreiben
' W F .X /! G.X /.

Ist X D .jX j;OX / ein komplexer Raum, so bezeichnen wir mit jX j den unterlie-
genden topologischen Raum und mit OX die Strukturgarbe von X . Geht die Bedeu-
tung aus dem Kontext hervor, so schreiben wir X für jX j. Für x 2 X bezeichnen wir
mit mX ;x das maximale Ideal von OX ;x . Ist

f D
�
jf j; zf

�
W
�
jX j;OX

�
�!

�
jY j;OY

�
eine holomorphe Abbildung, so bezeichnet jf j W jX j ! jY j die stetige Abbildung der
unterliegenden topologischen Räume, zf W OY ! jf j�OX den Homomorphismus von
Garben von C-Algebren und yf W jf j�1OY!OX den zu zf adjungierten Homomorphis-
mus. Die Kategorie der komplexen Räume mit holomorphen Abbildungen bezeichnen
wir mit Co.

In der Regel schreiben wir f�OX für jf j�OX und f �1OY für jf j�1OY . Ist G ein
OY -Modul, so bezeichnen wir mit f �G D jf j�1G ˝jf j�1OY

OX die analytische Ur-
bildgarbe.

Wir schreiben den Raumindex bei Abbildungen an einigen Stellen als Exponenten
anstatt als Index. Ist z.B. �X W X ! S eine holomorphe Abbildung zwischen komple-
xen Räumen, so schreiben wir �X

� OX für die topologische Bildgarbe j�X j�OX und die
analytische Bildgarbe .�X /�OX .

§ . Darstellbare Funktoren

Universelle Konstruktionen treten vielfältig in der Mathematik auf. Häufig werden sie
durch universelle Pfeile [Mac, III.] oder adjungierte Funktoren [HiSt, II., S. ]

3



4 I. GRUNDLAGEN

beschrieben. Gegenstand dieses Abschnittes sind mengenwertige Funktoren, die iso-
morph zu einem Hom-Funktor sind. Mit ihrer Hilfe lassen sich universelle Konstruk-
tionen sehr elegant beschreiben. Standardreferenzen für den hier präsentierten Inhalt
sind [EGA, TCGA IV, SGA, TDTE II]. Des Weiteren finden sich einführende Ab-
schnitte in [TCF], [Sch] und [LB].

.. Funktorielle Morphismen. Seien C und D Kategorien, und F;G kontra-
variante Funktoren von C nach D. Ist für alle Objekte T aus C eine Abbildung
˚.T / W F.T /!G.T / gegeben und ist das Diagramm

F.T /
˚.T /

//
OO

F.f /

G.T /
OO

G.f /

F.T 0/
˚.T 0/

// G.T 0/

(..a)

für alle Morphismen f W T ! T 0 aus C kommutativ, dann heißt ˚ W F! G ein funk-
torieller Morphismus. Ein funktorieller Morphismus wird häufig auch als natürliche
Transformation bezeichnet. Ist H ein weiterer Funktor und 	 W G!H ein funktoriel-
ler Morphismus, dann ist durch .	 B˚/.T / WD 	.T / B˚.T / für alle Objekte T aus C

die Komposition von ˚ und 	 erklärt.
Ein funktorieller Morphismus˚ W F!G ist ein funktorieller Isomorphismus, wenn

˚.T / für alle Objekte T aus C ein Isomorphismus in D ist. Dies ist gleichbedeutend
damit, dass es einen eindeutig bestimmten funktoriellen Morphismus 	 W G!F gibt,
so dass 	 B ˚ D idF und ˚ B 	 D idG ist [TCF, .. S. ].

Sind F und G Funktoren zwischen zwei Kategorien, so bezeichnen wir die Klasse
der funktoriellen Morphismen F!G mit Hom.F;G/.

.. Das Yoneda Lemma. Sei C eine Kategorie und X ein Objekt aus C. Dann ist
durch

hX .T / D Hom.T;X /

für Objekte T aus C und

hX .f / W

(
hX .T

0/ �! hX .T /

� 7! � ı f
(..a)

für Morphismen f W T!T 0 aus C ein kontravarianter Funktor hX W C
ı!Ens von der

Kategorie C in die Kategorie der Mengen definiert. Ist F W Cı! Ens ein Funktor, so
haben wir eine kanonische Abbildung

˛ W

(
Hom.hX ;F/ �! F.X /

˚ 7! Œ˚.X /�.idX /
(..b)

Umgekehrt erhalten wir eine Abbildung ˇ W F.X /! Hom.hX ;F/, indem wir jedem
� 2 F.X / den folgenden funktoriellen Morphismus zuordnen:

.ˇ.�//.T / W

(
hX .T / �! F.T /

� 7!
�
F.�/

�
.�/

(..c)

T* .. (Yoneda-Lemma). Es sei C eine Kategorie, X ein Objekt aus C

und F W Cı!Ens ein Funktor. Dann sind die Abbildungen ˛ W Hom.hX ;F/!F.X / und
ˇ W F.X /!Hom.hX ;F/ bijektiv und zueinander invers.

Beweis. [EGA, , .., S. ], [TCF, Theorem ., S. ] �
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Sei ' W X ! Y ein Morphismus aus C. Dann bezeichnen wir mit h' den funktori-
ellen Morphismus hX ! hY , welcher für alle Objekte T aus C durch

h'.T / W

(
hX .T / �! hY .T /

� 7! ' B �
(..d)

definiert ist. Ist ' W hX ! hY ein funktorieller Morphismus und setzen wir ' WD ˛.˚/,
dann gilt für alle Objekte T aus C und alle � 2 hX .T /:

Œ˚.T /�.�/ D Œ.ˇ.˛.˚///.T /�.�/ D Œ.ˇ.'//.T /�.�/

(..c)
D ŒhX .�/�.'/

(..a)
D ' B �

Wir können daher ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass jeder funk-
torielle Morphismus hX ! hY von der Form h' mit geeignetem ' W X ! Y ist.

K ... Es sei C eine Kategorie, und seien X;Y;Z Objekte aus C. Dann
gilt für alle funktoriellen Morphismen h' W hX ! hY und h W hY ! hZ :

h B h' D h B'

K ... Es sei C eine Kategorie, und seien X;Y Objekte aus C. Ein funk-
torieller Morphismus h' W hX ! hY ist genau dann ein Isomorphismus, wenn ' W X ! Y

ein Isomorphismus in C ist.

.. Darstellbare Funktoren. Es sei C eine Kategorie. Ein Funktor F W Cı! Ens

heißt darstellbar, wenn es Paar ein .X; �/ gibt, welches aus einem Objekt X von C und
einem Element � 2 F.X / besteht, so dass ˇ.�/ W hX ! F ein funktorieller Isomorphis-
mus ist.

S ... Es seien F;G W Cı ! Ens darstellbare Funktoren mit Darstellungen
.X; �X / und .Y; �Y /. Dann gibt es für alle funktoriellen Morphismen ˚ W F! G einen
eindeutig bestimmten Morphismus ' W X ! Y mit der Eigenschaft:

Œ˚.X /�.�X / D .G.'//.�Y / (..a)

Beweis. Aufgrund der Darstellbarkeit von F und G induziert ˚ einen funktoriel-
len Morphismus h' W hX ! hY , welcher gegeben ist durch

.ˇ.�Y //
�1
B ˚ B ˇ.�X /:

Das bedeutet, wir haben das folgende kommutative Diagramm von funktoriellen Mor-
phismen:

F
˚ //

OO

ˇ.�X / o

GOO

ˇ.�Y /o

hX h'
// hY

(..b)

Die folgende Rechnung zeigt, dass der Morphismus ' W X ! Y , welcher h' induziert,
die geforderte Eigenschaft (..a) hat:

Œ˚.X /�.�X / D Œ˚.X /�
�
˛.ˇ.�X //

� (..b)
D Œ˚.X / B .ˇ.�X //.X /�.idX /

(..b)
D Œ.ˇ.�Y //.X / B h'.X /�.idX /

(..d)
D Œ.ˇ.�Y //.X /�.'/

(..c)
D .G.'//.�Y / �
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Bezeichnung. Es seien die Bezeichnungen wie in Korollar ... Dann definieren
wir: ˚_ WD '.

K ... Es sei C eine Kategorie, und seien F;G;H W Cı!Ens darstellbare
Funktoren mit Darstellungen .X; �X /, .Y; �Y / und .Z; �Z /. Dann gilt für alle funktoriel-
len Morphismen ˚ W F!G und 	 W G!H:

.	 B ˚/_ D 	_
B ˚_

Beweis. Sei ' WD ˚_ und  WD .	/_. Dann haben wir, entsprechend den Ausfüh-
rungen im Beweis von Satz .., das folgende kommutative Diagramm:

F
˚ //

OO

ˇ.�X / o

G
	 //

OO

ˇ.�Y /o

HOO

ˇ.�Z /o

hX h'
// hY h 

// hZ

Die Aussage folgt somit aus der Defintion eines funktoriellen Morphismus und Ko-
rollar ... �

K ... Es sei C eine Kategorie, und seien F;G W Cı ! Ens darstell-
bare Funktoren mit Darstellungen .X; �X / und .Y; �Y /. Ein funktorieller Morphismus
˚ W F!G ist genau dann ein Isomorphismus, wenn ˚_ W X ! Y ein Isomorphismus in
C ist.

K ... Es sei C eine Kategorie und F W Cı!Ens ein darstellbarer Funktor
mit Darstellungen .X; �X / und .Y; �Y /. Dann existiert ein eindeutig bestimmter Isomor-
phismus ' W X ! Y , so dass �X D .F.'//.�Y /.

Beweis. Setzen wir G WD F und ˚ WD idF in Satz .., dann induziert idF

nach Korollar .. einen Isomorphismus ' W X ! Y , und es gilt �X D idF.�X / D

.F.'//.�Y /. �

Aus Korollar .. erhalten wir ein Kriterium dafür, dass die darstellenden Ob-
jekte einer Klasse von darstellbaren Funktoren funktoriell voneinander abhängen:

S ... Es seien C und D Kategorien. Für jedes Objekt A aus D sei ein darstell-
barer Funktor FA W C

ı!Ens mit Darstellung .XA; �A/ gegeben, und jedem Morphismus
' W A!B aus D sei ein funktorieller Morphismus f' W FB!FA zugeordnet, so dass die
folgenden Eigenschaften erfüllt sind:

() fidA
D idFA

für jedes Objekt A aus D.

() f B' D f' B f für jede Komposition A
'
�! B

 
�! C von Morphismen aus D.

Dann ist durch F.A/ D XA für Objekte A aus D und F.'/ D .f'/
_ für Morphismen

' W A! B aus D ein kontravarianter Funktor F W Dı! Ens definiert.

Beweis. Wir verifizieren, dass obige Definition einen Funktor definiert:

F.idA/ D .fidA
/_ D .idFA

/_ D idX

F. B '/ D .f B'/
_
D .f'/

_
B .f /

_
D F.'/ B F. / �
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.. S -Objekte und Basiswechsel. Sei C eine Kategorie und S ein Objekt aus C.
Ein S -Objekt ist ein Paar .X; �X /, bestehend aus einem Objekt X und einem Mor-
phismus �X W X ! S aus C. Ein S -Morphismus zwischen zwei S -Objekten .X; �X /

und .Y; �Y / ist ein Morphismus f W X ! Y aus C, so dass das folgende Diagramm
kommutativ ist:

X
f

//

�X
��

??
??

??
??

Y

�Y
����

��
��

��

S

(..a)

Die S -Objekte zusammen mit den S -Morphismen bilden eine Kategorie, welche wir
mit C=S bezeichnen. Mit HomS .X;Y / bezeichnen wir die Menge der S -Morphismen
zwischen zwei S -Objekten .X; �X / und .Y; �Y /.

In der Kategorie C=S ist das Objekt .S; idS / ein Endobjekt, denn HomS .T;S/ be-
steht, wie aus der Definition eines S -Morphismus direkt ersichtlich ist, nur aus einem
Element. Ist e ein Endobjekt in C, so sind C und C=e kanonisch isomorph.

Sei nun C eine Kategorie mit Faserprodukten. Dann definiert das Faserprodukt
für jedes Objekt S aus C einen Bifunktor [EGA, , .., S. ]:

C=S � C=S �! C=S

Ist ' W S 0 ! S ein Morphismus aus C, dann ist für jedes S -Objekt .X; �X / das Paar
.X �S S 0;p2/ ein S 0-Objekt:

X �S S 0
p2 //

p1

��

S 0

'

��

X �X

// S

Dabei bezeichnen p1 W X �S S 0!X und p2 W X �S S 0! S 0 die Projektionen auf den
ersten bzw. zweiten Faktor. Indem wir jedem S -Morphismus f den S 0-Morphismus
f �S idS 0 zuordnen, erhalten wir einen Funktor

.� �S S 0 / W C=S ! C=S 0 ;

welchen wir auch als Funktor des Basiswechsels bezeichnen. Als wichtige Eigenschaft
des Basiswechsels notieren wir:

S* .. (Transitivität des Basiswechsels). Es sei C eine Kategorie mit Faser-
produkten, und seien ' W S 0! S und  W S 00! S 0 Morphismen aus C. Dann gibt es für
alle S -Objekte .X; �X / einen natürlichen Isomorphismus:

.X �S S 0/ �S0 S 00 �
�!X �S S 00

Beweis. [EGA, , .., S. ] �

Ist ' W S 0 ! S ein Morphismus aus C, so haben wir einen kanonischen Funktor
iS 0=S W C=S 0 ! C=S , welcher jedem S 0-Objekt .X 0; �X 0/ das S -Objekt .X 0; ' B �X 0/ zu-
ordnet.
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S ... Es sei C eine Kategorie mit Faserprodukten und ' W S 0 ! S ein Mor-
phismus aus C. Dann ist der Funktor iS 0=S W C=S 0 ! C=S linksadjungiert zum Funktor
.��S S 0/ W C=S! C=S 0 . Mit anderen Worten, es gibt einen funktoriellen Isomorphismus

HomS 0.T;X �S S 0/ ��!HomS .iS 0=S .T /;X / (..b)

von Bifunktoren .C=S 0/ı � C=S ! Ens.

Beweis. Sei .T; � 0
T
/ ein Objekt aus C=S 0 und sei �T das eindeutig bestimmte Ele-

ment von HomS .T;S/. Betrachten wir das folgende Diagramm:

X �S S 0
p2 //

p1

��

S 0

'

��

T
f

``A
A

A
A

� 0
T

>>}}}}}}}}

�T

  
AA

AA
AA

AA

~~}}
}}

}}
}}

X �X

// S

Aufgrund der universellen Eigenschaft des Faserproduktes haben wir einen funktori-
ellen Isomorphismus:

HomS .iS 0=S .T /;X �S S 0/ ��! HomS .iS 0=S .T /;X / �HomS .iS 0=S .T /;S
0/

f 7! .p1 B f; p2 B f /

Die S 0-Morphismen von T nach X �S S 0 sind genau die S -Morphismen f von
iS 0=S .T / nach X �S S 0 für die p2 B f D � 0

T
gilt. Die Abbildung f 7! p1 B f defi-

niert somit eine in T und X funktorielle Bijektion:

HomS 0.T;X �S S 0/ ��!HomS .iS 0=S .T /;X / �

Sei F W .C=S /ı ! Ens ein Funktor, dann definieren wir die Restriktion von F auf
C=S 0 durch:

F=S 0 WD F B iıS 0=S W C
ı
=S 0 �! Ens

Der folgende Satz beschreibt, wie sich darstellbare Funktoren bezüglich Restriktion
verhalten.

S ... Es sei C eine Kategorie mit Faserprodukten, S ein Objekt aus C und
F W .C=S /ı!Ens ein darstellbarer Funktor mit Darstellung .X; �X /. Dann wird für jedes
Objekt .S 0; � 0/ aus C=S 0 der Funktor

F=S 0 W .C=S 0/ı �! Ens

durch �
X �S S 0; .F.p1//.�X /

�
dargestellt, wobei p1 W X �S S 0!X die Projektion auf den ersten Faktor bezeichnet.

Beweis. Da F nach Voraussetzung darstellbar ist, induziert der funktorielle Iso-
morphismus ˇ.�X / W hX ! F einen in T funktoriellen Isomorphismus:

HomS .iS 0=S .T /;X /
�
�! F.iS 0=S .T // D F=S 0.T /

� 7! F.�/.�X /
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Durch Komposition mit (..b) erhalten wir auf diese Weise einen funktoriellen Iso-
morphismus

˚ W

(
HomS 0.T;X �S S 0/ �

�! F=S .T /

f 7! F.p1 B f /.�X /

und es gilt:

˛.˚/ D Œ˚.X �S S 0/�.idX �S S 0/ D F.p1/.�X / �

§ . Komplexe Räume über S

In diesem Paragraphen führen wir zunächst den Begriff des komplexen Raumes über
einem Basisraum ein und erinnern an die Adjunktion von direktem Bild und Urbild.
Nach einigen Bemerkungen über das Faserprodukt von komplexen Räumen untersu-
chen wir die Darstellbarkeit von einigen Funktoren und erhalten so einige konkrete
Beispiele für darstellbare Funktoren in der Kategorie der komplexen Räume.

.. Komplexe Räume über S . Es sei S ein komplexer Raum. Ein komplexer
Raum über S ist ein S -Objekt in der Kategorie der komplexen Räume, das heißt ein
Paar .X; �X /, welches aus einem komplexen Raum X und einer holomorphen Abbil-
dung �X W X ! S besteht. Wir nennen �X die Projektion und S den Basisraum von
X . Ein Morphismus von komplexen Räumen über S ist ein S -Morphismus in der Ka-
tegorie der komplexen Räume. Die komplexen Räume über S bilden zusammen mit
den Morphismen von komplexen Räumen über S eine Kategorie, welche wir mit Co=S
bezeichnen.

Der reduzierte Nullpunkt e D .f0g;C/ ist ein Endobjekt in der Kategorie der
komplexen Räume. Ein komplexer Raum X ist somit kanonisch isomorph zu X � e

und kann als komplexer Raum über e aufgefasst werden.
Ist ' W .X; �X /! .Y; �Y / ein Morphismus von komplexen Räumen über S , so ist

' eine fasertreue Abbildung. Das bedeutet, für alle s 2 S ist die Restriktion auf die
Halme 's W Xs! Ys wohldefiniert. Ist U � S eine offene Teilmenge, dann gilt:

'�1
�
��1

Y .U /
�
D .�Y B '/

�1.U / D ��1
X .U /

Die Anwendung des Funktors �Y
� auf z' W OY ! '�OX ergibt also einen Morphismus

�Y
� z' W �

Y
� OY ! �X

� OX , welcher gegeben ist durch:�
�Y

� z'
�

U
D z'��1

Y
.U / W OY

�
��1

Y .U /
�
�! OX

�
��1

X .U /
�

.. Die Funktoren f � und f�. Seien X und Y topologische Räume und sei
f W X ! Y eine stetige Abbildung. Das direkte Bild f� ist ein Funktor von der Ka-
tegorie der Garben über X in die Kategorie der Garben über Y . Das (topologische)
Urbild f �1 ist der zu f� linksadjungierte Funktor [EGA, , .., S. ]. Wir haben
somit einen funktoriellen Isomorphismus von Bifunktoren:

HomX .f
�1G;F /

[
����!
 ����

]

HomY .G; f�F /

Die Einheit der Adjunktion ist gegeben durch die kanonische Abbildung

�G W G �! f�f
�1G ;
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welche einem Schnitt s 2 �.U;G/ den Schnitt s B f 2 �.f �1.U /; f �1G/ zuordnet. Ist
v 2 HomX .f

�1G;F /, so erhalten wir v[ W G! f�F als die Komposition:

G
�G

�������! f�f
�1G

f�v
�������! f�F

Seien .X;OX / und .Y;OY / komplexe Räume, und sei ' W X ! Y eine holomor-
phe Abbildung. Das analytische direkte Bild ist ein Funktor von der Kategorie der
OX -Moduln in die Kategorie der OY -Moduln, welchen wir ebenfalls mit '� bezeich-
nen. Das analytische Urbild '� ist der zu '� linksadjungierte Funktor [EGA, , ..,
S. ]. Wir haben somit einen funktoriellen Isomorphismus von Bifunktoren:

HomOX
.'�G;F /

[
����!
 ����

]

HomOY
.G; '�F /

Die Einheit der Adjunktion ist gegeben durch die kanonische Komposition:

G
�G

�������! '�'
�1G

'�.id˝1/
�������! '�.'

�1G˝'�1OY
OX / D '�'

�G (..a)

Ist v 2 HomOX
.'�G;F /, so erhalten wir v[ W G! '�F als die Komposition:

G
�G

�������! '�'
�1G

'�.id˝1/
�������! '�'

�G
'�v

�������! '�F

Insbesondere ist für x 2 X die Abbildung .v[/x W G'.x/!Fx gegeben durch die Kom-
position:

G'.x/
id˝1

�������! G'.x/ ˝OY;'.x/
OX ;x

vx
�������! Fx (..b)

Für jede OX -Algebra A definiert die kanonische Komposition

'�A˝OY
'�A �! '�.A˝OX

A/ �! '�A

die Struktur einer OY -Algebra auf '�A [EGA, , .., S. ]. Ist v W A1 ! A2 ein
Morphismus von OX -Algebren, dann ist '�v W '�A1 ! '�A2 ein Morphismus von
OY -Algebren. Das analytische direkte Bild induziert auf diese Weise einen Funktor
von der Kategorie der OX -Algebren in die Kategorie der OY -Algebren. Für jede OY -
Algebra B definiert die kanonische Komposition

'�B˝OX
'�B �

�! '�.B˝OY
B/ �! '�B

die Struktur einer OX -Algebra auf '�B [EGA, , .., S. ]. Ist u W B1 ! B2 ein
Morphismus von OY -Algebren, dann ist '�u W '�B1 ! '�B2 ein Morphismus von
OX -Algebren. Das analytische Urbild induziert auf diese Weise einen Funktor von der
Kategorie der OY -Algebren in die Kategorie der OX -Algebren.

Für einen Morphismus v W '�B!A von OX -Algebren ist v[ W B! '�A ein Mor-
phismus von OY -Algebren, und für einen Morphismus u W B!'�A von OY -Algebren
ist u] W '�B!A ein Morphismus von OX -Algebren. Dies induziert einen funktoriellen
Isomorphismus von Bifunktoren [EGA, , .., S. ]:

HomOX �alg.'
�B;A/

[
����!
 ����

]

HomOY �alg.B; '�A/ (..c)
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.. Das Faserprodukt von komplexen Räumen. Die Kategorie der komplexen
Räume ist eine Kategorie mit endlichen Faserprodukten (siehe z.B. [TCGA III, ..a,
S. ], [CAG, ., S. ]).

Sei S ein komplexer Raum und seien .X; �X / und .Y; �Y / komplexe Räume über
S . Der unterliegende topologische Raum des Faserproduktes von X und Y bezüglich
der Abbildungen �X und �Y ist das Faserprodukt der unterliegenden toplogischen
Räume jX j und jY j:

jX j �jSj jY j D
˚
.x;y/ 2 jX j � jY j W �X .x/ D �Y .y/

	
Seien f W X ! X 0 und g W Y ! Y 0 Morphismen von komplexen Räumen über S .

Dann existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung f �S g W X �S Y ! X 0 �S Y 0, so
dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

X
f

// X 0

X �S Y

p1

??�������� f �S g
//

p2
��

??
??

??
??

X 0 �S Y 0

p0
1

__????????

p0
2����

��
��

��

Y
g

// Y 0

(..a)

Für die Homomorphismen zwischen den Strukturgarben haben wir dann das folgende
kommutative Diagramm:

�X
� OX

oo
�X 0

�
zf

�X 0

� OX 0

�
X �S Y
� OX �S Y

��

�X
� zp1

�������
oo

�
X�S Y
�

Af �S g

__

�Y
� zp2 ??

??
??

?
�

X 0�S Y 0

� OX 0�S Y 0

��

�X 0

� zp0
1

??????

??

�Y 0

� zp0
2��

��
��

�Y
� OY

oo
�Y 0

� zg
�Y 0

� OY 0

(..b)

Sind X und Y komplexe Räume, so ist das direkte Produkt X � Y natürlich iso-
morph zum Faserprodukt X �e Y , wobei e D .f0g;C/ den reduzierten Nullpunkt
bezeichnet. Für den Halm der Strukturgarbe OX �Y im Punkt .x;y/ 2 X �Y gilt dann

OX �Y;.x;y/ ' OX ;x y̋ OY;y ; (..c)

wobei y̋ das analytische Tensorprodukt [AS, III., S. ] bezeichnet. Sind f W X!X 0

und g W Y!Y 0 holomorphe Abbildungen, dann haben wir für die eindeutig bestimmte
Abbildung f �g W X �Y!X 0�Y 0 im Punkt .x;y/ 2 X �Y das folgende kommutative
Diagramm:

OX ;x
oo

zfx
OX 0;f .x/

OX �Y;.x;y/

��

zp1;.x;y/
�������
oo

ef � g.x;y/

__

zp2 ??
??

??
?

OX 0�Y 0;.f .x/;g.y//

��

zp0
1;.f .x/;g.y//

???????

??

zp0
2;.f .x/;g.y//��

��
��

�

OY;y
oo

zgy
OY 0;g.y/

(..d)
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Identifizieren wir OX 0�Y 0;.f .x/;g.y// mit dem analytischen Tensorprodukt, so gilt für
a y̋ b 2 OX 0;f .x/ y̋ OY 0;g.y/:

Bf � g.x;y/
�
a y̋ b

�
D Bf � g.x;y/

�
.a y̋ 1/ � .1˝ b/

�
D Bf � g.x;y/

�
zp0

1;.f .x/;g.y//.a/ � zp
0
2;.f .x/;g.y//.b/

�
(..d)
D zp1;.x;y/

�
zfx.a/

�
� zp2;.x;y/

�
zgy.b/

�
D

�
zfx.a/ y̋ 1

�
�
�
1 y̋ zgy.b/

�
D zfx.a/ y̋ zgy.b/ D zfx y̋ zgy

�
a y̋ b

�
Betrachten wir nun speziell das Produkt C � X . Sei dazu OX ;x ' Kn=a, wobei

Kn D CfX1; :::;Xng die Algebra der konvergenten Potenzreihen in n Veränderlichen
bezeichnet und a ein Ideal aus Kn ist. Dann ist OC;� y̋ OX ;x ' KnC1=aKnC1. Es gilt

aKnC1 D

(
1X
�D0

a�T
�
2 KnC1 W a� 2 a

)
und wir erhalten auf diese Weise einen natürlichen OX ;x-Algebramonomorphismus in
die Algebra der formalen Potenzreihen [AS, III., Satz , S. ]:

OC;� y̋ OX ;x ,�! OX ;x ŒŒT ��

Jedes f 2 OC;� y̋ OX ;x lässt sich somit auf eindeutige Weise als Potenzreihe mit Koef-
fizienten aus OX ;x schreiben:

f D

1X
�D0

a� � T
�
D

1X
�D0

zp2;.�;x/.a�/ � . zp1;.�;x/.z//
�

D

1X
�D0

.1 y̋ a�/ � .z y̋ 1/� D

1X
�D0

z� y̋ a�

(..e)

Sei S ein komplexer Raum und .X; �X / ein komplexer Raum über S . Für einen
Punkt s 2 S ist die Faser von X über s definiert als das Faserprodukt Xs WD X �S fsg.
Dabei bezeichnet fsg den einpunktigen reduzierten komplexen Raum mit Strukturgar-
be OS;s=mS;s ' C. Für den unterliegenden topologischen Raum der Faser gilt:

jXsj D jX j �jSj jfsgj '
˚
x 2 X W �X .x/ D s

	
D j�X j

�1.s/

Wir identifizieren daher im Allgemeinen den Raum jXsj mit der topologischen Faser
j�X j

�1.s/. Ist x 2 Xs ein Punkt aus der Faser, dann gilt für den Halm der Strukturgar-
be der Faser im Punkt x [TCGA V, S. ]:

OXs ;x ' OX ;x=mS;sOX ;x

.. Der Funktor F�;n=S . Es bezeichne S einen komplexen Raum. Dann ist durch

F�;n=S .T / D �.T;OT /
n

für komplexe Räume T über S und

F�;n=S .f / W

(
�.T 0;OT 0/n �! �.T;OT /

n

.
1; :::; 
n/ 7!
�
zf .
1/; :::; zf .
n/

�
für Morphismen f W T!T 0 von komplexen Räumen über S ein kontravarianter Funk-
tor F�;n=S W .Co=S /

ı ! Ens von der Kategorie der komplexen Räume über S in die
Kategorie der Mengen definiert.
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Betrachten wir zunächst den Fall, dass S der reduzierte Nullpunkt e ist. Dann
haben wir die bekannte Bijektion (siehe z.B. [TCGA III, S. ], [CAS, .., S. ]):

ˇ�;n=e.T / W

(
Hom.T;Cn/ �

�! �.T;OT /
n

� 7!
�
z�.z1/; :::; z�.zn/

� (..a)

Wir behaupten nun, dass diese Bijektion auch funktoriell ist. Das heißt, es ist zu über-
prüfen, ob für jeden Morphismus von komplexen Räumen f W T ! T 0 das folgende
Diagramm kommutativ ist:

hCn.T /
ˇ�;n=e.T /

//
OO

hCn .f /

�.T;OT /
n

OO

F�;n=S .f /

hCn.T 0/
ˇ�;n=e.T

0/

// �.T 0;OT 0/n

Dies folgt jedoch unmittelbar aus der Definition der Komposition von Morphismen
von komplexen Räumen. Durch ˇ�;n=e W hCn

�
�!F�;n=e ist somit ein funktorieller Iso-

morphismus definiert. Mit anderen Worten: F�;n=e ist darstellbar in der Kategorie der
komplexen Räume. Die Darstellung ist gegeben durch das Paar .Cn; .z1; :::; zn//, wo-
bei zi W Cn!C die i -te Koordinatenfunktion bezeichnet.

Es gilt .F�;n=e/=S D F�;n=e B iı
S=e
D F�;n=S . Wir erhalten somit als direkte Anwen-

dung von Satz ..:

S ... Der Funktor F�;n=S W .Co=S /
ı! Ens ist darstellbar und wird durch das

Paar
�
Cn � S; .z1; :::; zn/

�
dargestellt, wobei zi WD zp1.zi/ die i -te Koordinatenfunktion

bezeichnet.

Insbesondere haben wir also eine in T naürliche Bijektion:

ˇ�;n=S .T / W

(
HomS .T;Cn/ �

�! �.T;OT /
n

� 7!
�
z�.z1/; :::; z�.zn/

� (..b)

.. Der Funktor FŒt1;:::;tn�=S . Es bezeichne S einen komplexen Raum. Dann ist
durch

FŒt1;:::;tn�=S .T / D HomOT �alg.OT Œt1; :::; tn�;OT /

für komplexe Räume T über S und

FŒt1;:::;tn�=S .f / W

(
FŒt1;:::;tn�=S .T

0/ �! FŒt1;:::;tn�=S .T /

˚ 7! f �˚

für Morphismen f W T!T 0 von komplexen Räumen über S ein kontravarianter Funk-
tor FŒt1;:::;tn�=S W .Co=S /

ı!Ens von der Kategorie der komplexen Räume über S in die
Kategorie der Mengen definiert.

S ... Die Funktoren FŒt1;:::;tn�=S und F�;n=S sind isomorph.

Beweis. Die Elemente von HomOT �alg.OT Œt1; :::; tn�;OT / sind genau die Einsetz-
morphismen. Wir erhalten somit für alle komplexen Räume T über S die Bijektion:

ˇ˚ .T / W

(
HomOT �alg.OT Œt1; :::; tn�;OT / �! �.T;OT /

n

˚ 7! .˚.t1/; :::; ˚.tn//
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Wir zeigen nun, dass, dass diese Bijektion auch funktoriell ist. Dazu ist zu zeigen,
dass für alle Morphismen f W T ! T 0 von komplexen Räumen über S das folgende
Diagramm kommutativ ist:

HomOT �alg.OT Œt1; :::; tn�;OT /
ˇ˚ .T / //

OO

FŒt1;:::;tn�=S .f /

�.T;OT /
n

OO

F�;n=S .f /

HomO0
T

�alg.OT 0 Œt1; :::; tn�;OT 0/
ˇ˚ .T

0/

// �.T 0;OT 0/n

Sei ˚ 2 HomO0
T

�alg.OT 0 Œt1; :::; tn�;OT 0/ und sei 
i WD ˚.ti/ 2 �.T;OT / für i D 1; :::; n,
dann ergibt sich folgende Rechnung:

.f �˚/.ti/ D .f �1˚ ˝ idOT
/.ti ˝ 1/ D .f �1˚.ti//˝ 1

D .˚.ti/ B f /˝ 1 D .
i B f /˝ 1 D yf .
i B f /

D yf B �OT 0 .
i/ D .f�
yf / B �OT 0 .
i/ D zf .
i/ �

K ... Der Funktor FŒt1;:::;tn�=S W .Co=S /
ı! Ens ist darstellbar und wird

durch das Paar .Cn � S ; �Cn�S / dargestellt, wobei �Cn�S gegeben ist durch:

�Cn�S W

(
OCn�S Œt1; :::; tn� �! OCn�S

ti 7! zi

(..a)

.. Der Funktor GŒt1;:::;tn�=S . Es bezeichne S einen komplexen Raum. Dann ist
durch

GŒt1;:::;tn�=S .T / D HomOS �alg.OS Œt1; :::; tn�; ��OT /

für komplexe Räume .T; �/ über S und

GŒt1;:::;tn�=S .f / W

(
GŒt1;:::;tn�=S .T

0/ �! GŒt1;:::;tn�=S .T /

˚ 7! ��
zf B ˚

für Morphismen f W .T; �T /!.T
0; �T 0/ von komplexen Räumen über S ein kontrava-

rianter Funktor GŒt1;:::;tn�=S W .Co=S /
ı!Ens von der Kategorie der komplexen Räume

über S in die Kategorie der Mengen definiert.

S ... Der Funktor GŒt1;:::;tn�=S W .Co=S /
ı!Ens ist darstellbar und wird durch

das Paar .Cn � S ; �[Cn�S
/ dargestellt, wobei �[Cn�S

gegeben ist durch:

�[Cn�S W

(
OS Œt1; :::; tn� �! �Cn�S

� OCn�S

ti 7! zi

(..a)

Beweis. Sei .T; �T / ein komplexer Raum über S . Dann haben wir einen natürli-
chen Isomorphismus ��

T
OS Œt1; :::; tn�

�
�! OT Œt1; :::; tn�. Zusammen mit (..c) erhalten

wir einen funktoriellen Isomorphismus:

HomOT �alg.OT Œt1; :::; tn�;OT /
DFŒt1;:::;tn�=S .T /

�
�!HomOS �alg.OS Œt1; :::; tn�; �

T
� OT /

DGŒt1;:::;tn�=S .T /

Nach Korollar .. ist FŒt1;:::;tn�=S darstellbar. Somit ist GŒt1;:::;tn�=S ebenfalls dar-
stellbar und hat die Darstellung .Cn � S ; �[Cn�S /. Die Abbildung �[Cn�S ist dabei für
x D .z; s/ 2 Cn � S gegeben als die Komposition (vgl. (..b)):

OS;s Œt1; :::; tn�
id˝1

���������! OS;s Œt1; :::; tn�˝OS;s
OCn�S '

' OCn�S Œt1; :::; tn�
�Cn�S;x
���������! OCn�S �



KAPITEL II

Das analytische Spektrum einer endlich
präsentierten Algebra

Es sei S ein komplexer Raum. Ein komplexer Raum .X; �/ über S heißt endlich, wenn
� W X ! S eine endliche Abbildung ist. Nach dem Kohärenzsatz für endliche holo-
morphe Abbildungen [CAS, .., S. ] ist dann ��OX ein kohärenter OS -Modul. Ist
A eine kohärente OS -Algebra, dann heißt ein endlicher komplexer Raum über S ein
analytisches Spektrum von A, wenn ��OX isomorph zu A ist.

In diesem Kapitel betrachten wir die Verallgemeinerung des analytischen Spek-
trums auf endlich präsentierte OS -Algebren. Hauptquelle für unsere Darstellung ist
[Hou]. Eine Zusammenfassung der wichtigsten Eigenschaften des (verallgemeiner-
ten) analytischen Spektrums findet sich außerdem in [PR, ., S. ].

§ . Darstellbarkeit der Funktoren FA und GA

Wir erläutern zunächst den Begriff der endlich präsentierten Algebra, definieren im
Anschluss die Funktoren FA und GA und zeigen dann ihre Darstellbarkeit.

.. Endlich präsentierte Algebren. Es bezeichne S einen komplexen Raum. Ein
OS -Modul F heißt endlich präsentiert, wenn für alle s 2 S eine Umgebung U von s

existiert, so dass
FjU ' O n

S jU =.f1; :::; fm/

ist, wobei f1; :::; fm Schnitte aus �.U;O n
S
/ sind. Wir betrachten nun den entsprechen-

den Begriff für OS -Algebren:

D ... Eine OS -Algebra A heißt endlich präsentiert, wenn für alle s 2

S eine Umgebung U von s existiert, so dass

AjU ' OS jU Œt1; :::tn�=.f1; :::; fm/

ist, wobei f1; :::; fm Schnitte aus �.U;OS Œt1; :::; tn�/ sind.

S ... Seien A und B endlich präsentierte OS -Algebren. Dann ist A˝OS
B eine

endlich präsentierte OS -Algebra.

Beweis. Sei s 2 S , dann gibt es eine Umgebung U von s und Schnitte f1; :::; fm 2

�.U;OS Œt1; :::; tn�/ und g1; :::;gk 2 �.U;OS ŒtnC1; :::; tl �/, so dass

AjU ' OS jU Œt1; :::; tn�=.f1; :::; fm/

und
BjU ' OS jU ŒtnC1; :::; tl �=.g1; :::;gk/

ist. Für das Tensorprodukt gilt dann:

.A˝OS
B/jU ' AjU ˝OSjU

BjU ' OS jU Œt1; :::; tl �=.f1; :::; fm;g1; :::;gk/ �

15
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S ... Es sei A eine endlich präsentierte OS -Algebra und ' W S 0! S ein Mor-
phismus von komplexen Räumen. Dann ist '�1A eine endliche präsentierte '�1OS -Alge-
bra und '�A eine endlich präsentierte OS 0 -Algebra.

Beweis. Sei s0 2 S 0 und s WD '.s0/. Nach Voraussetzung gibt es eine Umgebung
U von s und Schnitte f1; :::; fm 2 �.U;OS Œt1; :::; tn�/, so dass

AjU ' OS jU Œt1; :::; tn�=.f1; :::; fm/

ist. Sei V WD '�1.U /, dann sind f1 B '; :::; fm B ' 2 �.V; '
�1OS Œt1; :::; tn�/ und es gilt:

.'�1A/jV D '�1
jV AjU ' '�1

jV

�
OS jU Œt1; :::; tn�=.f1; :::; fm/

�
' .'�1OS /jV Œt1; :::; tn�=.f1 B '; :::; fm B '/

Für das analytische Urbild gilt:

.'�A/jV D .'�1A/jV ˝.'�1OS /jV
OS 0jV

' '�1
jV OS jU Œt1; :::; tn�=.f1 B '; :::; fm B '/˝'�1

jV
OSjU

OS 0jV

' OS 0jV Œt1; :::; tn�=.f1 B ' ˝ 1; :::; fm B ' ˝ 1/ �

S ... Es sei S ein komplexer Raum und F ein kohärenter OS -Modul. Dann ist
die symmetrische Algebra S.F / von F eine endlich präsentierte graduierte OS -Algebra.

Beweis. Sei s 2 S . Dann gibt es nach Voraussetzung eine offene Umgebung U�S

von s und eine exakte Sequenz

ker' ,���! O n
S jU

'
����! FjU ����! 0 ;

wobei ker' von endlich vielen Schnitten aus �.U;O n
S
/ erzeugt wird. Anwenden

der symmetrischen Algebra ergibt nun die folgende exakte Sequenz [EIS, Propositi-
on A.., S. ]:

ker' ˝OSjU
S
�
O n

S jU

�
����!

' OSjU Œt1;:::;tn�‚ …„ ƒ
S
�
O n

S jU

�
����!

D S.F /jU‚ …„ ƒ
S
�
FjU

�
����! 0 �

S ... Es sei A D
L

m�0 Am eine endlich präsentierte graduierte OS -Algebra
mit A0 D OS . Dann ist Am für alle m � 0 ein kohärenter OS -Modul.

Beweis. Sei s 2 S . Dann gibt es nach Voraussetzung eine offene Umgebung U�S

von s und eine exakte Sequenz

0 ����! J ����! OS jU Œt1; :::; tn�
'
����! AjU ����! 0 ;

wobei J ein Ideal in OS jU Œt1; :::; tn� ist, welches von endlich vielen Schnitten aus
�.U;OS Œt1; :::; tn� erzeugt wird. Wir können ohne Einschränkung der Allgemeinheit
annehmen, dass '.ti/ für i D 1; :::; n homogen und vom Grad � 1 ist. Indem wir
deg ti WD deg'.ti/ setzen, erhalten wir auf F D OS jU Œt1; :::; tn� eine GraduierungL

m�0 Fm, wobei die Fm endlich erzeugte freie OS jU -Modul sind. Durch die Gradu-
ierung wird ' zu einem Morphismus von graduierten OS jU -Algebren und J zu einem
graduierten Ideal J D

L
m�0 Jm, dessen Summanden endlich erzeugt sind. Für jedes

m � 0 erhalten wir somit die folgende exakte Sequenz:

0 ����! Jm ����! Fm

'm
����! AmjU ����! 0 �
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Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung: Ist A D
L

m�0 Am eine graduierte OS -
Algebra, so dass Am für alle m � 0 ein kohärenter OS -Modul ist, so ist A eine endlich
präsentierte OS -Algebra [AM, ., S. ].

.. Der Funktor FA. Es sei S ein komplexer Raum und A eine endlich präsen-
tierte OS -Algebra. Wir betrachten den Funktor FA W .Co=S /

ı!Ens von der Kategorie
der komplexen Räume über S in die Kategorie der Mengen, welcher durch

FA.T / D HomOT �alg.�
�
T A;OT /

für komplexe Räume .T; �T / über S und

FA.f / W

(
HomOT 0 �alg.�

�
T 0A;OT 0/ �! HomOT �alg.�

�
T

A;OT /

! 7! f �!
(..a)

für Morphismen f W .T; �T /! .T 0; �T 0/ von komplexen Räumen über S definiert ist.

S ... Der Funktor FA ist darstellbar in der Kategorie der komplexen Räume
über S .

Beweis. (a) Nehmen wir zunächst an, dass A ' OS Œt1; :::; tn� ist. In diesem Fall
stimmt FA mit dem Funktor FŒt1;:::;tn�=S überein, welcher nach Korollar .. durch
.Cn � S; �Cn�S / dargestellt wird.

(b) Betrachten wir nun den Fall A ' OS Œt1; :::; tn�=J , wobei J ein Ideal in
OS Œt1; :::; tn� ist, welches von globalen Schnitten f1; :::; fm 2 �.S;OS Œt1; :::; tn�/ erzeugt
wird. Wir haben dann eine kurze exakte Sequenz:

0 �����! J
i

�����! OS Œt1; :::; tn�
p

�����! A �����! 0

Ist .T; �T / ein komplexer Raum über S , dann erhalten wir durch Basiswechsel die
exakte Sequenz:

��
T J

��
T

i

�����! ��
T OS Œt1; :::; tn� ' OT Œt1; :::; tn�

��
T

p

�����! ��
T A �����! 0

Wir setzen nun:

JT WD �
�
T i

�
��

T J
�

Die OT -Algebramorphismen ��
T

A! OT stimmen mit den OT -Algebramorphismen
OT Œt1; :::; tn� ! OT überein, welche über ��

T A faktorisieren, das heißt das Ideal JT

annullieren. Wir erhalten auf diese Weise eine in T natürliche Bijektion:

HomOS �alg.�
�
T A;OT /

�
�!

n
ˆ 2 FŒt1;:::;tn�=S .T / W ˆ

�
JT

�
D 0

o
! 7! ! B ��

T
p

(..b)

Sei weiter I WD �Cn�S

�
JCn�S

�
, dann haben wir nach Konstruktion das folgende kom-

mutative Diagramm mit exakten Zeilen:

0 // JCn�S
//

��

OCn�S Œt1; :::; tn� //

�Cn�S

��

��
Cn�S

A //

��

0

0 // I // OCn�S
// OCn�S=I // 0

(..c)

Das Ideal I ist OCn�S -kohärent und definiert folglich einen abgeschlossenen komple-
xen Unterraum X von Cn � S . Die holomorphen Abbildungen von T nach X sind
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genau die holomorphen Abbildungen von T nach Cn � S , welche über X faktorisie-
ren. Sei j W X ,! Cn � S die kanonische abgeschlossene Einbettung, dann haben wir
eine in T natürliche Bijektion:

HomS .T;X /
�
�!

n
 2 HomS .T;Cn � S/ W z .I/ D 0

o
f 7! f B j

(..d)

Wir behaupten nun, dass der funktorielle Isomorphismus hCn�S
�
�!FŒt1;:::;tn�=S einen

funktoriellen Isomorphismus ˇA der Funktoren hX
�
�! FA induziert:

hX

ˇA //

��

��

FA
��

��

hCn�S
ˇ�;n=S

// F�;n=S
ˇ�1
˚

// FŒt1;:::;tn�=S ;

Die vertikalen Abbildungen bezeichnen dabei die Inklusionen, welche durch die Iso-
morphien (..b) und (..d) induziert werden. Dazu ist zu zeigen, dass eine holo-
morphe Abbildung ' 2 HomS .T;Cn � S/ genau dann über X faktorisiert, wenn der
durch

.
1; :::; 
n/ WD ˇ�;n=S .'/ D
�
z'.z1/; :::; z'.zn/

�
definierte Einsetzmorphismus ˚ das Ideal JT annulliert. Sind für k D 1; :::;m die
Erzeuger von J gegeben durch fk D

P
fk;� t

� , dann erzeugen

f T
k WD

X
z�T .fk;�/ t

�1

1
� � � t�n

n 2 �.T;OT Œt1; :::; tn�/; k D 1; :::;m ;

das Ideal JT und

gk WD �C�S

�
f C�S

k

�
2 �.Cn

� S;OCn�S /; k D 1; :::;m ;

erzeugen das Ideal I . Nun gilt:

z'
�
gk

�
D z'

� X
z�C�S .fk;�/ z

�1

1
� � � z�n

n

�
D

X
z�T .fk;�/ 


�1 � � � 
 �n D ˚
�
f T

k

�
Folglich ist z'.I/ D 0 genau dann, wenn ˚ das Ideal JT annulliert. Der Funktor FA

wird somit durch den komplexen Raum X dargestellt, wobei das darstellende Element
durch �X D ˛.ˇA/ D ŒˇA.X /�.idX / gegeben ist. Das Bild von idX in hCn�X .X / ist die
kanonische abgeschlossene Einbettung j W X ,! Cn � S , und es gilt:

Œˇ�1
˚ B ˇ�;n=S .X /�.j / D Œˇ�1

˚ .X /�
�
zj .z1/; :::; zj .zn/

�
D

�
ti 7! zj .zi/

�
D j ��Cn�S

Wir erhalten also �X 2 FA.X / als die durch �X B��
X

p D j ��Cn�S eindeutig bestimmte
Abbildung. Das folgende kommutative Diagramm beschreibt für x 2 X die Beziehung
zwischen �X ;x und �Cn�S;x :

OCn�S;x Œt1; :::; tn� //

�Cn�S;x ti 7! zp1.zi /

��

OX ;x Œt1; :::; tn�
.��

X
p/x
//

.j��Cn�S /x ti 7!zjx. zp1.zi //

��

�
��

X A
�

x

�X;x

��

OCn�S;x
zjx

// OX ;x OX ;x

(..e)
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(c) Ist A eine beliebige endlich präsentierte OS -Algebra, dann existiert eine offene
Überdeckung .Si/i2I von S , so dass

AjSi
' OS Œt1; :::; tni

�=.fi;1; :::; fi;mi
/ ;

wobei die fi;j Schnitte aus �.Si ;OS Œt1; :::; tni
�/ sind. Bezeichnet ji W Si ,! S die ka-

nonischen Inklusion, dann haben wir für alle komplexen Räume .T; �T / über Si die
folgende natürliche Isomorphie:

FA=Si
D FA B iSi=S .T / D HomOT �alg

�
.ji B �T /

�A;OT

�
' HomOT �alg

�
��

T .AjSi
/;OT

�
D FAjSi

.T /

Nach (b) ist FAjSi
.T / darstellbar in der Kategorie der komplexen Räume über Si ,

folglich ist FA=Si
ebenfalls darstellbar.

Sei .T; �T / ein komplexer Raum über S . Indem U die offenen Mengen von T

durchläuft, erhalten wir eine Prägarbe U  FA.TjU / auf T . Für FA.TjU / gilt:

FA.TjU / D HomOT jU �alg
�
��

T jU A;OT jU

�
D HomOT jU �alg

�
.�T B j /�A;OT jU

�
' HomOT jU �alg

�
.��

T A/jU ;OT jU

�
Wir sehen somit, dass die Prägarbe U  FA.TjU / nichts anderes ist als die Garbe
HomOT �alg.�

�
T A;OT / der Keime von OS -Algebrahomomorphismen.

Aus [TCGA IV, Corollaire ., S. ] ergibt sich nun die Darstellbarkeit von FA

in der Kategorie der komplexen Räume über S . �

.. Der Funktor GA . Es sei S ein komplexer Raum und A eine endlich präsen-
tierte OS -Algebra. Wir betrachten den Funktor GA W .Co=S /

ı!Ens von der Kategorie
der komplexen Räume über S in die Kategorie der Mengen, welcher durch

GA.T / D HomOS �alg.A; �
T
� OT /

für komplexe Räume .T; �T / über S und

GA.f / W

(
HomOS �alg.A; �

T 0

� OT 0/ �! HomOS �alg.A; �
T
� OT /

! 7! �T 0

�
zf B !

(..a)

für Morphismen f W .T; �T /! .T 0; �T 0/ von komplexen Räumen über S definiert ist.
Für alle komplexen Räume .T; �/ über S induziert die in T natürliche Isomorphie

FA.T / D HomOT �alg.�
�A;OT /

[
����!
 ����

]

HomOS �alg.A; ��OT / D GA.T /

einen funktoriellen Isomorphismus FA
�
�! GA. Wir erhalten daher als unmittelbare

Konsequenz von Satz ..:

S ... Der Funktor GA ist darstellbar in der Kategorie der komplexen Räume
über S . Ist .X; �X / eine Darstellung des Funktors FA, so wird GA durch .X; �[

X
/ darge-

stellt.

Wir wollen nun für x 2 X die Beziehung zwischen �[Cn�S;x und �[X ;x beschrei-
ben. Nehmen wir dazu an, dass A ' OS Œt1; :::; tn�=J ist, wobei J ein Ideal ist, welches
von globalen Schnitten f1; :::; fm 2 �.S;OS Œt1; :::; tn�/ erzeugt wird. Für s WD �X .x/
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ist dann As ' OS;s Œt1; :::; tn�=Js , und wir erhalten aus (..e) das kommutative Dia-
gramm:

OS;s Œt1; :::; tn�

id˝1

��

OS;s Œt1; :::; tn�
p

//

id˝1

��

As

id˝1

��

OS;s Œt1; :::; tn�˝OS;s
OCn�S;x

id˝zjx
//

o

��

OS;s Œt1; :::; tn�˝OS;s
OX ;x

p˝id
//

o

��

As ˝OS;s
OX ;x

o

��

OCn�S;x Œt1; :::; tn� //

�Cn�S;x ti 7! zp1.zi /

��

OX ;x Œt1; :::; tn�
.��

X
p/x

//

.j��Cn�S /x ti 7!zjx. zp1.zi //

��

�
��

X
A

�
x

�X;x

��

OCn�S;x
zjx

// OX ;x OX ;x

Die Komposition der rechten bzw. linken vertikalen Abbildungen sind dabei gerade
�[C�S;x

und �[
X ;x

. Sei I wie in Teil (b) des Beweises von Satz (..) definiert. Dann
erzeugt das Bild von Js unter �[Cn�S;x das Ideal Ix , und wir erhalten das folgende
kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

0 // Js
//

��

OS;s Œt1; :::; tn�
p

//

�[
Cn�S;x

��

As
//

�[
X;x

��

0

0 // Ix
// OCn�S;x

zjx

// OX ;x
// 0

(..b)

Nach Satz .. ist �[Cn�S;x
die kanonische Injektion, und wir erhalten somit:

K ... Ist .X; �X / eine Darstellung des Funktors FA, so ist �[
X

ein Mo-
nomorphismus.

.. Die funktoriellen Isomorphismen ˇA und 
A . Ist .X; �X / eine Darstellung des
Funktors FA, so ist durch das Element �X 2 FA.X / der funktorielle Isomorphismus
hX
�
�! FA bestimmt, welcher nach Theorem .. gegeben ist durch:

ˇA.T / WD Œˇ.�X /�.T / W

(
hX .T /

�
�! FA.T /

� 7!
�
FA.�/

��
�X

�
D ���X

(..a)

Entsprechend bestimmt das Element �[X 2 GA.X / den funktoriellen Isomorphismus
hX
�
�!GA:


A.T / WD Œˇ.�
[
X /�.T / W

(
hX .T /

�
�! GA.T /

� 7!
�
GA.�/

��
�[X

�
D �X

�
z� B �[X

(..b)

§ . Definition des analytischen Spektrums

Wir zeigen in diesem Paragraphen, dass wir einen Funktor von der Kategorie der end-
lich präsentierten OS -Algebren in die Kategorie der komplexen Räume über S erhal-
ten, indem wir jeder endlich präsentierten OS -Algebra eine Darstellung der Funktoren
FA b.z.w. GA zuordnen.
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.. Der komplexe Raum Specan.A/. Ist A eine endlich präsentierte OS -Algebra,
so nennen wir ein darstellendes Objekt der Funktoren FA und GA ein analytisches
Spektrum von A. Nach Korollar .. ist das analytische Spektrum einer endlich prä-
sentierten OS -Algebra nur bis auf natürliche Isomorphie eindeutig bestimmt. Wir wäh-
len daher für jede endlich präsentierte OS -Algebra A in der Isomorphieklasse der ana-
lytischen Spektren von A einen Repräsentanten und bezeichnen ihn mit Specan.A/.
Dabei wählen wir das in Teil (b) des Beweises von Satz .. konstruierte analyti-
sche Spektrum, wenn A ' OS Œt1; :::; tn�=J ist, wobei J ein von endlich vielen globalen
Schnitten erzeugtes Ideal ist.

.. Der funktorielle Morphismus F' . Es sei ' W B!A ein Morphismus von end-
lich präsentierten OS -Algebren. Für jeden komplexen Raum .T; �T / über S sei:

F'.T / W

8<: HomOT �alg.�
�
T

A;OT /
DFA.T /

�! HomOT �alg.�
�
T

B;OT /
DFB.T /

! 7! ! B ��
T '

(..a)

Wir zeigen, dass F' einen funktoriellen Morphismus FA!FB definiert. Dazu müssen
wir zeigen, dass für alle Morphismen f W T ! T 0 von komplexen Räumen über S das
Diagramm

FA.T
0/

FA.f / //
OO

F'.T
0/

FA.T /
OO

F'.T /

FB.T
0/

FB.f /

// FB.T /

kommutativ ist. Sei also ! 2 FB.T
0/, dann ergibt sich folgende Rechnung:

ŒF'.T / B FB.f /�.!/
(..a)
D ŒF'.T /�.f

�!/
(..a)
D f �! B ��

T '
(..a)
D f �! B .�T 0 B f /�'

' f �! B f �.��
T 0'/ D f �.! B ��

T 0'/

(..a)
D ŒFA.f /�.! B �

�
T 0'/

(..a)
D ŒFA.f / B F'.T

0/�.!/

.. Der funktorielle Morphismus G' . Betrachten wir nun den adjungierten Fall.
Sei dazu ' W B! A wieder ein Morphismus von endlich präsentierten OS -Algebren.
Für jeden komplexen Raum .T; �T / über S setzen wir:

G'.T / W

8<: HomOS �alg.A; �
T
� OT /

DGA.T /

�! HomOS �alg.B; �
T
� OT /

DGB.T /

! 7! ! B '

(..a)

Um zu verifizieren, dass G' einen funktoriellen Morphismus GB ! GA definiert, ist
für alle Morphismen von komplexen Räumen f W T ! T 0 über S die Kommutativität
des Diagrammes

GA.T
0/

GA.f / //
OO

G'.T
0/

GA.T /
OO

G'.T /

GB.T
0/

GB.f /

// GB.T /

zu überprüfen. Sei also ! 2 GB.T
0/, dann ergibt sich folgende Rechnung:

ŒG'.T / BGB.f /�.!/
(..a)
D ŒG'.T /�.�

T 0

�
zf B !/

(..a)
D �T 0

�
zf B ! B '

(..a)
D ŒGA.!/�.! B '/

(..a)
D ŒGA.!/ BG'.T

0/�.!/
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.. Der Funktor A Specan.A/. Sei ' W B!A ein Morphismus von endlich
präsentierten OS -Algebren, und seien X WD Specan.A/ und Y WD Specan.B/ die ana-
lytischen Spektren von A und B. Dann gilt .F'/_ D .G'/_, denn nach Konstruktion
ist das folgende Diagramm kommutativ:

hX .T / //


A.T /

))

ˇA.T /

��

hY .T /


B.T /

uu

ˇB.T /

��

FA.T /
F'.T /

//

[

��

FB.T /

[

��

GA.T /
G'.T /

// GB.T /

(..a)

Wir setzen nun Specan.'/ WD .F'/
_ D .G'/

_ und behaupten, dass hierdurch
ein kontravarianter Funktor von der Kategorie der endlich präsentierten OS -Algebren
in die Kategorie der komplexen Räume über S definiert ist. Wir zeigen dazu, dass
die Funktoren FA zusammen mit den funktoriellen Morphismen F' W FA ! FB die
Voraussetzungen von Korollar .. erfüllen. Sei also ! 2 FA.T /, dann gilt:

ŒFidA.T /�.!/ D ! B ��
T idA D !

Folglich ist FidA D idFA . Ist C
 
�!B

'
�!A die Komposition zweier Morphismen von

endlich präsentierten OS -Algebren, dann gilt für alle ! 2 FA.T /:

ŒF'B .T /�.!/
(..a)
D ! B ��

T .' B  / D .! B ��
T '/ B �

�
T 

(..a)
D ŒF .T / B F'.T /�.!/

Die Funktoren GA zusammen mit den funktoriellen Morphismen G' W GA!GB er-
füllen ebenfalls die Voraussetzungen von Korollar ... Ist A eine endlich präsentierte
OS -Algebra, dann ergibt sich für alle ! 2 GA.T /:

ŒGidA.T /�.!/ D ! B idA D !

Es ist also GidA D idGA . Ist C
 
�!B

'
�!A die Komposition zweier Morphismen von

endlich präsentierten OS -Algebren, dann gilt für alle ! 2 GA.T /:

ŒG'B .T /�.!/
(..a)
D ! B ' B  

(..a)
D ŒG .T / BG'.T /�.!/

S ... Es sei ' W B! A ein Morphismus von endlich präsentierten OS -Alge-
bren, .X; �X / WD Specan.A/, .Y; �Y / WD Specan.B/ und f W X ! Y ein Morphismus
von komplexen Räumen über S . Dann ist f D Specan.'/ genau dann, wenn eines der
folgenden äquivalenten Diagramme kommutativ ist:

��
X

B
��

X
'

//

f ��Y

��

��
X A

�X

��

OX OX

(..b)

B
'

//

�[
Y

��

A

�[
X

��

�Y
� OY

�Y
�

zf

// �X
� OX

(..c)
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Beweis. ()) Sei f D Specan.'/, dann folgt die Kommutativität der beiden Dia-
gramme aus Satz ..:

�X B �
�
X ' D ŒF'.X /�.�X / D .FB.f //.�Y / D f

��Y

�[X B ' D ŒG'.X /�.�
[
X / D .GB.f //.�

[
Y / D �

Y
�
zf B �[Y

(() Ist eines der beiden Diagramme kommutativ, so erfüllt f die Eigenschaft
(..a) von Satz ... Aufgrund der Eindeutigkeit folgt f D Specan.'/. �

K ... Es sei ' W OS Œt1; :::; tn�!A ein Morphismus von endlich präsentier-
ten OS -Algebren, X WD Specan.A/ und f W X!Cn�S ein Morphismus von komplexen
Räumen über S . Dann gilt f D Specan.'/ genau dann, wenn

zf .zi/ D �
[
X B '.ti/ (..d)

für i D 1; :::; n gilt, wobei zi 2 �.Cn � S;OCn�S / die i -te Koordinatenfunktion von
Cn � S bezeichnet.

Beweis. Nach Satz .. gilt f D Specan.'/ genau dann, wenn das folgende Dia-
gramm kommutativ ist:

OS Œt1; :::; tn�
'

//

�[
Cn�S

��

A

�[
X

��

�Cn�S
� OCn�S

�Cn�S
�

zf

// �X
� OX

Die Abbildung f ist durch die Schnitte zf .zi/ 2 �.X;OX / eindeutig bestimmt
(vgl. Satz ..). Folglich ist obiges Diagramm genau dann kommutativ, wenn für
i D 1; :::; n gilt:

zf .zi/ D �Cn�S
�

zf B �[Cn�S .ti/ D �[X B '.ti/ �

S ... Es sei ' W B!A ein Epimorphismus von endlich präsentierten OS -Al-
gebren. Dann ist Specan.'/ W Specan.A/! Specan.B/ eine abgeschlossene Einbettung.

Beweis. Sei X WD Specan.A/, Y WD Specan.B/ und f WD Specan.'/. Da ' epi-
morph ist, ist G'.T / W GA.T /!GB.T / für alle komplexen Räume T über S injektiv.
Anhand des Diagrammes (..a) sehen wir somit, dass hf .T / ebenfalls injektiv ist. Die
Abbildung f ist also ein Monomorphismus [TCF, ., S. ]. Dies ist gleichbedeutend
damit, dass jf j W jX j ! jY j injektiv und zfx W OY;f .x/! OX ;x für alle x 2 X surjektiv
ist [CAG, ., S. ].

Es bleibt somit zu zeigen, dass jf j abgeschlossen ist (vgl. [CAG, ., S. ]).
Wir zeigen dazu, dass f eigentlich ist [BGT, I, § ., Proposition , S. ]. Nach
[CAS, .., S. ] ist f eigentlich, wenn für alle y 2 Y eine Umgebung V von y

existiert, so dass f �1.V / kompakt ist. Es reicht somit zu zeigen, dass für alle s 2

S eine Umgebung U von s existiert, so dass f
j��1

X
.U / W �

�1
X .U /! ��1

Y .U / eigentlich
ist. Wir können daher im Folgenden annehmen, dass B ' OS Œt1; :::; tn�=J ist, wobei
J ein von globalen Schnitten erzeugtes Ideal ist. Wir haben dann ein kommutatives
Diagramm mit epimorphen Abbildungen wie folgt:

A oooo
____

' ??
??

??
??

OS Œt1; :::; tn�

B
����

��������



24 II. DAS ANALYTISCHE SPEKTRUM

Die Konstruktion des analytischen Spektrums (vgl. Teil (b) des Beweises von Satz
..) ergibt nun das folgende kommutative Diagramm:

X //
jX //

f
��

??
??

??
??

Cn � S

Y
??

jY

??��������

Dabei bezeichnen jX und jY die abgeschlossenen Einbettungen, welche X und Y

als abgeschlossene komplexe Unterräume von Cn � S realisieren. Die Komposition
jjY j B jf j ist eigentlich, da jX als abgeschlossene Einbettung eigentlich ist. Zusam-
men mit der Injektivität von jjY j ergibt sich, dass jf j eigentlich ist [BGT, I, § .,
Proposition , S. ]. �

§ . Grundlegende Eigenschaften

Wir betrachten zunächst das Verhalten des analytische Spektrums hinsichtlich Pro-
duktbildung und Basiswechsel. Im Anschluss untersuchen wir den Zusammenhang
zwischen den Halmen einer endlich präsentierten OS -Algebra und den Fasern des zu-
gehörigen analytischen Spektrums.

.. Produkte und Basiswechsel. Nach Satz .. ist das Tensorprodukt von end-
lich präsentierten OS -Algebren wieder endlich präsentiert. Für das analytische Spek-
trum des Tensorproduktes gilt:

S ... Es seien A und B endlich präsentierte OS -Algebren sowie .X; �X / und
.Y; �Y / Darstellungen der Funktoren FA und FB. Dann wird der Funktor FA˝OS

B durch
das Paar .X �S Y; �X �S Y / dargestellt, wobei �X �S Y die durch

�X �S Y B i1 D p�
1�X und �X �S Y B i2 D p�

2�Y (..a)

eindeutig bestimmte Abbildung bezeichnet. Die Darstellung des Funktor GA˝OS
B ist ge-

geben durch das Paar .X �S Y; �[X �S Y /, wobei �[X �S Y die durch

�[X �S Y B i1 D �X
� zp1 B �

[
X und �[X �S Y B i2 D �Y

� zp2 B �
[
Y (..b)

eindeutig bestimmte Abbildung bezeichnet.

Beweis. Für alle komplexen Räume .T; �T / über S haben wir die folgenden na-
türlichen Isomorphien:

FA˝OS
B.T / D HomOT �alg

�
��

T .A˝OS
B/;OT

�
' HomOT �alg

�
��

T A˝OT
��

T B;OT

�
' HomOT �alg

�
��

T A;OT

�„ ƒ‚ …
DFA.T /

�HomOT �alg
�
��

T B;OT

�„ ƒ‚ …
DFB.T /

' HomS .T;X / �HomS .T;Y /

' HomS .T;X �S Y /

Das Element der Darstellung erhalten wir, indem wir für T D X �S Y das Bild von
idX �S Y unter den obigen Isomorphien bestimmen:

idX �S Y '
�
p1;p2

�
'

�
p�

1�X ; p�
2�Y

�
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Analog haben wir im adjungierten Fall die folgenden natürlichen Isomorphien:

GA˝OS
B.T / D HomOS �alg

�
A˝OS

B; �T
� OT

�
' HomOS �alg

�
A; �T

� OT

�„ ƒ‚ …
DGA.T /

�HomOS �alg
�
B; �T

� OT

�„ ƒ‚ …
DGB.T /

' HomS .T;X / �HomS .T;Y /

' HomS .T;X �S Y /

Das Element der Darstellung ergibt sich wie folgt:

idX �S Y '
�
p1;p2

�
'

�
�X

� zp1 B �
[
X ; �

Y
� zp2 B �

[
Y

�
�

K ... Es seien A und B endlich präsentierte OS -Algebren. Dann gibt es
einen natürlichen Isomorphismus:

Specan.A˝OS
B/ ��! Specan.A/ �S Specan.B/

In Satz .. hatten wir gesehen, dass das analytische Urbild einer endlich präsen-
tierten OS -Algebra wieder endlich präsentiert ist. Für das analytische Spektrum gilt in
diesem Fall:

S ... Es sei ' W S 0 ! S ein Morphismus von komplexen Räumen, A eine
endlich präsentierte OS -Algebra und .X; �/ eine Darstellung des Funktors FA. Dann wird
der Funktor F'�A durch das Paar �

X �S S 0; p�
1�X

�
dargestellt. Dabei bezeichnet p1 W X �S S 0!X die Projektion auf den ersten Faktor.

Beweis. Der Funktor F'�A ist isomorph zu FA=S 0 , denn für jeden komplexen
Raum T über S haben wir die folgende natürliche Isomorphie:

F'�A.T / D HomOT �alg
�
��

T '
�A;OT

�
' HomOT �alg

�
.' B �T /

�A;OT

�
D FA B iS 0=S .T /

Die Aussage folgt somit aus Satz ... �

K ... Es sei ' W S 0!S ein Morphismus von komplexen Räumen und A

eine endlich präsentierte OS -Algebra. Dann gibt es einen natürlichen Isomorphismus:

Specan.'�A/ ��! Specan.A/ �S S 0

.. Fasern über Punkten des Basisraumes. Sei S ein komplexer Raum, A eine
endlich präsentierte OS -Algebra und .X; �X / eine Darstellung des Funktors FA. Sei
weiter s 2 S und Xs WD X �S fsg die Faser über s. Bezeichnet j W Xs ,! X die kano-
nische Injektion, dann wird nach Satz .. der Funktor Fj�A durch

.X �S fsg; p�
1�X /

dargestellt. Das heißt, es gilt: Xs D Specan.j �A/. Für die Punkte der Fasern gilt:

S ... Es sei A eine endlich präsentierte OS -Algebra und .X; �X / eine Darstel-
lung des Funktors FA. Dann gibt es für alle s 2 S eine Bijektion zwischen den Punkten
der Faser über s und den maximalen Idealen von As , welche mS;sAs enthalten:

Xs D X �S fsg
�
�!

˚
p�As W p maximal, p � mS;sAs

	
x 7!

�
�[
X ;x

�
�1

�
mX ;x

�
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Beweis. Der Funktor Fj�A wird durch das Paar Xs D X �S fsg dargestellt. Das
bedeutet, wir haben insbesondere für den komplexen Raum fsg eine Bijektion:

hXs
.fsg/ D Homfsg.fsg;Xs/

ǰ�A.fsg/

���������! HomC�alg.j
�A;C/ D Fj�A.fsg/

Da der komplexe Raum fsg reduziert ist, sind die holomorphen Abbildungen fsg!Xs

bereits durch die Abbildungen der unterliegenden topologischen Räume eindeutig be-
stimmt [CAG, ., S. ]. Demnach erhalten wir eine Bijektion

Xs
�
�!Homfsg.fsg;Xs/ ;

indem wir jedem x 2 Xs die Abbildung s 7! x zuordnen. Betrachten wir nun die C-
Algebramorphismen j �A! C. Diese stehen in Bijektion zu den maximalen Idealen
von j �A und es gilt:

j �A ' j �1A j̋�1OS
C ' As ˝OS;s

OS;s=mS;s ' As=mS;sAs

Wir erhalten somit die folgenden Bijektionen:

HomC�alg.j
�A;C/ '

˚
q�As=mS;s W q maximal

	
'

˚
p�As W p maximal, p � mS;sAs

	
Sei f 2 Homfsg.fsg;Xs/ und x WD f .s/. Dann gilt für das Bild der Abbildung f in
HomC�alg.j

�A;C/:

Œ ǰ�A.fsg/�.f / D f �.p�
1�X / ' .p1 B f /

�1�X ˝.p1Bf /�1OX
idC

' �X ;x ˝OX;x
idC

Anhand des folgenden kommutativen Diagrammes

As
id˝ 1

//

id˝ 1

��

�[
X;x

""

As ˝OS;s
OX ;x

�X;x
//

id˝ 1

��

OX ;x

id˝ 1

��

As ˝OS;s
C„ ƒ‚ …

' As=mS;sAs

� // .As ˝OS;s
OX ;x/˝OX;x

C„ ƒ‚ …
' As=mS;sAs ' j�A

�X;x˝ id
// OX ;x ˝OX;x

C„ ƒ‚ …
' C

sehen wir, dass die Abbildung f �.p�
1�X / D �X ;x ˝ idC durch das maximale Ideal�

�[
X ;x

�
�1

�
mX ;x

�
˝C induziert wird. �

Für x 2 Xs sei p WD
�
�[X ;x

�
�1

�
mX ;x

�
. Dann ist �[X ;x.a/ für alle a 2 As � p eine

Einheit in OX ;x . Folglich faktorisiert �[
X ;x

über die Lokalisation von As bezüglich p

(siehe z.B. [ICA, Proposition ., S. ]):

As

�[
X;x

//

a 7! a
1 ��

??
??

??
?

OX ;x

.As/p

'X;x

??�������

Für die Komplettierung der Abbildung 'X ;x gilt:

S ... Die Abbildung y'x W
1.As/p

�
�! yOX ;x ist ein Isomorphismus.
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Beweis. Da es sich um eine lokale Aussage handelt, können wir ohne Einschrän-
kung der Allgemeinheit annehmen, dass A ' OS Œt1; :::; tn�=J ist, wobei J ein Ideal
ist, welches von globalen Schnitten f1; :::; fm 2 �.S;OS Œt1; :::; tn�/ erzeugt wird. Sei
s WD �X .x/, dann ist As ' OS;s Œt1; :::; tn�=Js , und wir haben das folgende kommutati-
ve Diagramm mit exakten Zeilen (vgl. (..b)):

0 // Js
//

��

OS;s Œt1; :::; tn�
p

//

�[
Cn�S;x

��

As
//

�[
X;x

��

0

0 // Ix
// OCn�S;x

zjx

// OX ;x
// 0

(..a)

Dabei ist Is das von �[X ;x.Js/ in OCn�S;x erzeugte Ideal. Es bezeichne nun s1; :::; sl die
Erzeuger des maximalen Ideales mS;s . Dann wird das Ideal

q WD
�
�[C�S;x

�
�1

�
mC�S;x

�
von s1; :::; sl ; t1 � x1; :::; tn � xn erzeugt, wobei xi WD . zp1.zi//.x/ 2 C der Wert von
zp1.zi/ an der Stelle x ist. Da Lokalisation exakt ist, erhalten wir aus (..a) das fol-
gende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

0 //
�
Js

�
q

//

��

�
OS;s Œt1; :::; tn�

�
q

//

'Cn�S;x

��

�
As

�
p

//

'X;x

��

0

0 // Ix
// OCn�S;x

zjx

// OX ;x
// 0

(..b)

Es bezeichne n das maximale Ideal von
�
OS;s Œt1; :::; tn�

�
q. Dann wird n von den Ele-

menten
s1

1
; :::;

sl

1
;

t1 � x1

1
; :::;

tn � xn

1
erzeugt, und wir haben:

'Cn�S;x

� sj
1

�
D �[Cn�S;x.sj / D sj

'Cn�S;x

�
ti �xi

1

�
D �[Cn�S;x.ti � xi/ D zp1.zi/ � xi

Die Bilder der Erzeuger von n sind somit gerade die Erzeuger des maximalen Ideales
mCn�S;x . Wir sehen somit, dass 'Cn�S;x für k � 0 einen Isomorphismus von C-
Vektorräumen

nk=nkC1 �
�!mk

X ;x=m
kC1
X ;x

induziert. Insbesondere ist die induzierte Abbildung der assozierten graduierten Ringe
bijektiv. Mit [ICA, Lemma ., S. ] folgt, dass y'Cn�S;x ein Isomorphismus ist.
Da das Bild von .Js/q unter 'Cn�S;x das Ideal Ix erzeugt, induziert y'Cn�S;x einen
Isomorphismus:

1�Js

�
q
�
�!cIx

In der Komplettierung des Diagrammes (..b) sind also die beiden linken vertikalen
Abbildungen Isomorphismen. Folglich ist auch die rechte Abbildung, das heißt y'X ;x ,
ein Isomorphismus. �

§ . Spezielle Abbildungen

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass der Strukturmorphismus, Projektionen, die Dia-
gonalabbildung und die konstanten Abbildungen von analytischen Spektren durch
Morphismen der endlich präsentierten Algebren induziert werden.
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.. Strukturmorphismus. Sei S ein komplexer Raum und A eine endlich prä-
sentierte OS -Algebra sowie .X; �X / WD Specan.A/ das analytische Spektrum von A.
Betrachten wir die kanonische Abbildung �A W OS!A. Dann ist Specan.�A/ W X!S

gegeben durch �X , denn die Menge HomS .X;S/ hat genau ein Element.

.. Projektionen. Sei S ein komplexen Raum, und seien A und B endlich prä-
sentierte OS -Algebren sowie X WD Specan.A/ und Y WD Specan.B/ die analytischen
Spektren von A und B. Ist

i1 W

(
A �! A˝OS

B

a 7! a˝ 1

die erste kanonische Injektion, dann ist Specan.i1/ D p1, wobei p1 W X �S Y !X die
Projektion auf den ersten Faktor bezeichnet. Dies folgt aus Satz .., denn es gilt

�[X �S Y B i1
(..b)
D �X

� zp1 B �
[
X ;

und somit ist (..c) kommutativ:

A
i1 //

�[
X

��

A˝OS
B

�[
X�S Y

��

�X
� OX

�X
� zp1

// �
X �S Y
� OX �S Y

Entsprechend gilt für die zweite kanonische Injektion Specan.i2/ D p2, wobei
p2 W X �S Y ! Y die Projektion auf den zweiten Faktor bezeichnet.

.. Diagonalabbildung. Sei S ein komplexer Raum und A eine endlich präsen-
tierte OS -Algebra sowie X WD Specan.A/ das analytische Spektrum von A. Wir defi-
nieren:

�A W

(
A˝OS

A �! A

a˝ b 7! a � b

Für k D 1; 2 bezeichne pk W X �S X ! X die Projektion auf den k-ten Faktor und
ik W A!A˝OS

A die k-te kanonische Injektion. Dann gilt:

pk B Specan.�A/ D Specan.ik/ B Specan.�A/ D Specan.�A B ik/

D Specan.idA/ D idX

Folglich ist Specan.�A/ die Diagonalabbildung �X W X !X �S X .

.. Konstante Abbildungen nach C � S . Sei S ein komplexer Raum und A eine
endlich präsentierte OS -Algebra sowie X WD Specan.A/ das analytische Spektrum von
A. Wir definieren für � 2 �.S;OS /:

�A W

(
OS Œt � �! A

t 7! �

Bezeichnet �X W X ! C � S die durch � � 1 2 �.X;OX / induzierte Abbildung, dann
gilt Specan.�A/ D �X , denn es gilt

z�X .z/ D � � 1 D �X B �A.t/ ;

und somit folgt die Behauptung aus Korollar ...



KAPITEL III

Komplex analytische Kegel

In diesem Kapitel führen wir den Begriff des komplex analytischen Kegels ein. Wir
beginnen mit der Definition eines Kegels als algebraische Struktur in der Kategorie
der Mengen und übertragen dann diese Definition eines Kegels auf die Kategorie der
komplexen Räume über S .

§ . Kegel in der Kategorie der Mengen

Wir geben in diesem Paragraphen zunächst die Definition eines Kegels und betrachten
dann speziell Kegel, die Teilmenge eines Cn sind.

.. Kegel als algebraische Struktur. Im Folgenden bezeichne A einen kommuta-
tiven Ring mit Eins. Ein A-Kegel ist ein Tripel .X; �; e/ bestehend aus einer Menge X ,
einer Verknüpfung

� W

(
A �X �! X

.�;x/ 7! �x
;

genannt Multiplikation, und einem ausgezeichnetem Element e 2 X , genannt die Spit-
ze des Kegels, so dass für alle �1; �2 2 A und alle x 2 X die folgenden Axiome erfüllt
sind:

.�1�2/x D �1.�2x/ (..a)

1x D x (..b)

0x D e (..c)

Jeder unitäre A-Modul über einem kommutativen Ring mit Eins ist ein A-Kegel mit
dem neutralen Element der Addition als Spitze. Insbesondere ist jeder kommutative
Ring mit Eins ein Kegel über sich selbst.

Ein A-Kegel Y heißt A-Unterkegel von X , wenn Y � X ist und die von X auf Y

induzierte Multiplikation mit der von Y übereinstimmt. Eine Abbildung ' W X ! Y

von A-Kegeln heißt A-Kegelhomomorphismus, wenn für alle � 2 A und alle x 2 X

gilt:
'.�x/ D �'.x/

L ... Es sei ' W X ! Y ein A-Kegelhomomorphismus. Dann ist ker' ein
A-Unterkegel von X und im' ein A-Unterkegel von Y .

.. Kegel im Cn. Sei p D .p1; :::;pn/ 2 Nn. Dann heißt die Abbildung

�
p
Cn W

(
C �Cn �! Cn

.�;x1; :::;xn/ 7! .�p1x1; :::; �
pnxn/

(..a)

gewichtete Multiplikation vom Typ p und induziert eine C-Kegelstruktur mit Spitze 0

auf dem Cn.

29
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Sind p D .p1; :::;pn/ 2 Nn und q D .q1; :::; qm/ 2 Nm, so heißt eine Abbildung

' D .'1; :::; 'm/ W C
n
!Cm

quasi-homogen vom Typ p mit Grad q, wenn

'j .�
p1z1; ::::; �

pmzm/ D �
qj 'j .z1; ::::; zm/

für j D 1; :::;m und alle �; z1; :::; zn 2 C ist. Versehen wir Cn und Cm mittels ge-
wichteter Multiplikationen vom Typ p bzw. q mit einer C-Kegelstruktur, so ist eine
quasi-homogene Abbildung vom Typ p mit Grad q insbesondere ein C-Kegelhomo-
morphismus. Zusammen mit Lemma .. folgt damit unmittelbar:

L ... Es sei ' W Cn! Cm eine quasi-homogene Abbildung vom Typ p mit
Grad q. Dann ist die Nullstellenmenge von ' ein C-Unterkegel des Cn mit gewichteter
Multiplikation vom Typ p.

Bemerkung. Für den Fall, dass die Multiplikation als komplex-differenzierbar
vorausgesetzt wird, werden wir in Korollar .. von Kapitel IV sehen, dass die C-
Kegel, welche Teilmenge eines Cn sind, genau die C-Unterkegel des Cn mit geeigneter
gewichteter Multiplikation sind.

§ . Komplex analytische Kegel

Ausgehend von der Definition eines Kegels in der Kategorie der Mengen geben wir die
Definition eines komplex analytischen Kegels zunächst in funktorieller Sprache. Wir
zeigen dann, dass komplex analytische Kegel auch mittels geeigneter kommutativer
Diagramme beschrieben werden können. Abschließend definieren wir Kegelmorphis-
men und betrachten einige Eigenschaften von komplex analytischen Kegeln.

.. Definition komplex analytischer Kegel. Sei S ein komplexer Raum. Ein kom-
plex analytischer Kegel über S ist ein komplexer Raum X über S zusammen mit einer
funktoriellen hC�S .T /-Kegelstruktur auf hX .T / für alle komplexen Räume T über
S . Das heißt, dass

�
hX .T /; h�X

.T /; 0hX .T /

�
für alle komplexen Räume T über S ein

hC�S .T /-Kegel ist und zusätzlich h�X
und

heX
.T / W

(
hS .T / �! hX .T /

�T 7! 0hX .T /

funktorielle Morphismen sind.
Die Kategorie der komplexen Räume über S ist eine Kategorie mit endlichen Pro-

dukten und einem Endobjekt, gegeben durch S . Wie der nächste Satz zeigt, können
komplex analytische Kegel auch durch kommutative Diagramme charakterisiert wer-
den.

S ... Ein komplexer Raum .X; �X / über S ist genau dann ein komplex ana-
lytischer Kegel über S , wenn es Morphismen �X W .C � S/ �S X ! X und eX W S ! X

von komplexen Räumen über S gibt, so dass die Diagramme

.C � S/ �S .C � S/ �S X
�C�S � idX //

idC�S ��X

��

.C � S/ �S X

�X

��

.C � S/ �S X
�X

// X

(..a)
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X �S X
1X � idX //

OO

�X

.C � S/ �S X

�X

��

X
idX

// X

(..b)

X �S X
0X � idX //

OO

�X

.C � S/ �S X

�X

��

X eX B�X

// X

(..c)

kommutativ sind. Dabei bezeichnet �X W X ! X �S X die Diagonalabbildung,
�C�S W C � S ! C � S die auf C � S durch C induzierte Multiplikation und
0X ; 1X W X !C � S bezeichnen die konstanten Funktionen.

Beweis. Erfolgt analog zum Beweis der entsprechenden Aussage für Objekte mit
Gruppenstruktur. Siehe z.B. [TCF, Theorem ., S. ]. �

Wir nennen die Abbildung �X W .C � S/ �S X ! X die Multiplikation und die
Abbildung eX W S !X die Spitze des Kegels.

Bemerkung. Nach Satz .. haben wir für einen komplexen Raum X über S die
folgenden natürliche Isomorphismen:

.C � S/ �S X �
�!C �X

.C � S/ �S .C � S/ �S X �
�!C �C �X

Fassen wir die Multiplikation von X als Abbildung C � X ! X auf, so können wir
die drei kommutativen Diagramme (..a) - (..c) auch wie folgt formulieren:

�X B .�C � idX / D �X B .idC � �X / (..d)

�X B .1X � idX / B�X D idX (..e)

�X B .0X � idX / B�X D eX B �X (..f)

Dabei bezeichnet �C die Multiplikation in C und 0X ; 1X W X ! C bezeichnen die
konstanten Funktionen.

.. Elementweise Multiplikation. Sei X ein komplex analytischer Kegel über S

und � 2 �.S;OS /. Bezeichnet �X W X!C�S die durch � induzierte Abbildung, dann
erhalten wir durch die Komposition der Abbildungen

X
�X

�������! X �S X
�X � id
�������! .C � S/ �S X

�X
�������! X

eine Abbildung ��X W X!X , welche wir als elementweise Multiplikation mit � bezeich-
nen. Anhand der Kegelaxiome (..a) - (..c) ergeben sich unmittelbar die folgenden
Eigenschaften:

��X B �
�
X
D �

��
X

für alle �; � 2 �.S;OS /

�1
X D idX

�0
X D eX B �X
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.. Die OS -Algebra OX jS . Sei .X; �X / ein komplex analytischer Kegel über S

mit Mulitplikation �X und Spitze eX . Dann ist eX ein Schnitt der Projektion �X ,
denn aus der Kommutativität von

hS .T /
heX

.T /
//

hidS
.T / ""E

EE
EE

EE
E

hX .T /

h�X
.T /||yy

yy
yy

yy

hS .T /

für alle komplexen Räume T über S folgt mittels Korrollar .., dass �X B eX D

idS ist. Insbesondere ist eX ein Monomorphismus. Das heißt jeX j ist injektiv und zeX

surjektiv. Außerdem ist jeX .S/j abgeschlossen in X und daher ist die Spitze eX eine
abgeschlossene Einbettung von S in X .

Indem wir S mit eX .S/ identifizieren, können wir im Folgenden ohne Einschränkung
der Allgemeinheit annehmen, dass S als abgeschlossener komplexer Unterraum von X

gegeben ist.

Sei also S als komplexer Unterraum von X gegeben, und bezeichne I das Null-
stellenideal von S . Dann gilt e�1

X OX D OX jS und wir haben die folgende kurze exakte
Sequenz:

0 �! IjS

�
�! OX jS

yeX
�! OS �! 0 (..a)

Durch die Abbildung e�1
X
y�X WD y�X jS W OS ! OX jS wird OX jS eine OS -Algebra und yeX

ein OS -Algebramorphismus. Insbesondere gilt:

yeX B y�X jS D yeX B e�1
X y�X D 2�X B eX D

yidS D idOS

Folglich spaltet die kurze exakte Sequenz (..a) und wir erhalten:

OX jS D y�X jS .OS /˚ �.IjS / ' OS ˚ IjS (..b)

.. Morphismen von komplex analytischen Kegeln. Seien X;Y komplex analyti-
sche Kegel über S . Wir nennen einen Morphismus f W X ! Y von komplexen Räu-
men über S einen Morphismus komplex analytischer Kegel über S , wenn hf .T / für alle
komplexen Räume T über S ein hC�S .T /-Kegelhomomorphismus in der Kategorie
der Mengen ist. Die komplex analytischen Kegel über S bilden mit den Morphismen
von komplex analytischen Kegel über S eine Kategorie, welche wir mit COone=S be-
zeichnen.

S ... Es seien X und Y komplex analytische Kegel über S mit Multiplikatio-
nen �X und �Y . Ein Morphismus f W X ! Y von komplexen Räumen über S ist genau
dann ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln über S , wenn das folgende Dia-
gramm kommutativ ist:

.C � S/ �S X
�X //

id �f

��

X

f

��

.C � S/ �S Y
�Y

// Y

(..a)
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Beweis. Für einen komplexen Raum T ist hf .T / genau dann ein hC�S .T /-
Kegelhomomorphismus, wenn das folgende Diagramm kommutativ ist:

hC�S .T / � hX .T /
h�X

.T /
//

hid.T /� hf .T /
��

hX .T /

hf .T /
��

hC�S .T / � hY .T /
h�Y

.T /

// hY .T /

Nach Korollar .. ist dieses Diagramm genau dann für jeden komplexen Raum T

über S kommutativ, wenn das Diagramm (..a) kommutativ ist. �

K ... Es sei X ein komplex analytischer Kegel über S mit Multiplika-
tion �X . Dann ist ��X für alle � 2 �.S;OS / ein Morphismus von komplex analytischen
Kegeln über S . Ist � 2 C�, so ist ��X ein Isomorphismus.

Beweis. Für alle � 2 �.S;OS / ist das folgende Diagramm kommutativ und somit
��X nach Satz .. ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln über S :

.C � S/ �S X
id � .�X ;id/ //

�X

��

.C � S/ �S .C � S/ �S X
id ��X // .C � S/ �S X

�X

��

X
.�X ;idX /

// .C � S/ �S X
�X

// X

Ist � 2 C� so gilt ��X B �
��1

X D idX D �
��1

X B ��X . �

K ... Es sei f W X ! Y ein Morphismus von komplex analytischen Ke-
geln X und Y über S mit Multiplikationen �X und �Y . Dann gilt für alle � 2 �.S;OS /:

f B ��X D ��Y B f

Beweis. In dem folgenden Diagramm sind das linke und das rechte Rechteck kom-
mutativ:

X
�X //

f

��

X �S X
�X � id

//

f�f

��

.C � S/ �S X
�X //

id �f

��

X

f

��

Y
�Y

// Y �S Y
�Y � id

// .C � S/ �S Y
�Y

// Y

Die Kommutativität des mittleren Rechtecks und damit die Kommutativität des äuße-
ren Rechtecks ergibt sich nun wie folgt:

.�Y �S idX / B .f �S f / D .�Y B f / �S f D �X �S f

D .idC�S �S f / B .�X �S idX / �

S ... Es sei f W X ! Y ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln
über S , dann gelten die folgenden Aussagen:

() Der Morphismus f ist genau dann eine abgeschlossene Einbettung, wenn der OS -
Algebramorphismus yfjS W OY jS ! OX jS surjektiv ist.

() Der Morphismus f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn der OS -Algebramor-
phismus yfjS W OY jS ! OX jS bijektiv ist.
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Beweis. () Die Notwendigkeit der Voraussetzung ist klar. Sei also umgekehrt
yfjS W OY jS ! OX jS surjektiv. Wir zeigen, dass f eine Immersion ist. Sei dazu x 2 X ,

y WD f .x/ und s WD �X .x/. Da zfs surjektiv ist, ist f eine Immersion in s [CAG, .,
S. ]. Es gibt also eine Umgebungen U von s in X und eine Umgebung V von s in Y ,
so dass fjU W U ! V eine abgeschlossene Einbettung ist. Aufgrund der Stetigkeit von
j�X j und j�Y j gibt es ein � 2 C� und eine Umgebungen W von x, so dass ��X .W /�U

und ��Y .y/ 2 V ist. Dann ist ��Y .f .W // D f B ��X .W /� f .U / und somit

fjW D ��
�1

Y jV B fjU B �
�
X jW ; (..b)

eine abgeschlossene Einbettung, da ��
X

und ��
Y

Isomorphismen sind. Betrachten wir
nun die Injektivität. Da f ein S -Morphismus ist, reicht es Punkte in der gleichen Faser
zu betrachten. Sei also x0 2 ��1

X
.s/ ein weiterer Punkt mit x ¤ x0. Nachdem wir �

gegebenfalls verkleinert haben, können wir annehmen, dass ��
X
.x/ und ��

X
.x0/ in U

liegen. Dann ergibt sich:

f .x/ D ��
�1

Y B f B �
�
X .x/ ¤ ��

�1

Y B f B �
�
X .x

0/ D f .x0/

Es bleibt somit zu zeigen, dass f abgeschlossen ist. Wir zeigen dazu, dass f eigentlich
ist [BGT, I, § ., Proposition , S. ]. Nach [CAS, .., S. ] ist f eigentlich,
wenn für alle y 2 Y eine Umgebung K existiert, so dass f �1.K/ kompakt ist. Sei
also y 2 ��1

Y .s/. Dann gibt es ein � 2 C� und eine Umgebung W von y, so dass
��Y .W /� V ist. Da Y lokal kompakt ist, existiert eine kompakte Umgebung K von y

mit K �W [BGT, I, § ., Proposition , S. ]. Dann ist

f �1.K/ D ��
�1

X B f B ��Y .K/

kompakt, denn fjU W U!V ist als abgeschlossene Einbettung insbesondere eigentlich.

() Die Notwendigkeit der Voraussetzung ist auch hier klar. Sei also umgekehrt
yfjS W OY jS ! OX jS bijektiv. Dann ist f nach () eine abgeschlossene Einbettung und

anhand von (..b) sehen wir, dass f lokal biholomorph ist. �

.. Produkte von komplex analytischen Kegeln. Sei A ein kommutativer Ring mit
Eins, und seien .X; �X ; eX / und .Y; �Y ; eY / zwei A-Kegel in der Kategorie der Men-
gen. Dann ist das direkte Produkt X � Y zusammen mit der Abbildung

�X �Y W

(
A �X � Y �! X � Y

.�;x;y/ 7!
�
�X .�;x/; �X .�;y/

�
als Multiplikation und eX �Y WD .eX ; eY / 2 X � Y als Spitze ein A-Kegel.

Seien nun X und Y komplex analytische Kegel über S . Es bezeichne �X und �Y

die Multiplikationen sowie eX und eY die Spitzen von X und Y . Indem wir für alle
komplexen Räume T über S die Menge hX �S Y .T / ' hX .T / � hY .T / mit der oben
definierten Produktstruktur versehen, erhalten wir eine hC�S .T /-Kegelstruktur auf
hX �S Y .T /, welche funktoriell ist. Der komplexe Raum X �S Y wird auf diese Weise
zu einem komplex analytischen Kegel über S . Die Multiplikation �X �S Y ist dabei
gegeben durch die Komposition der Abbildungen

.C � S/ �S X �S Y ����! .C � S/ �S X �S .C � S/ �S Y
�X ��Y
�����! X �S Y ;

und die Spitze eX �S Y ist gegeben durch die Komposition der folgenden Abbildungen:

S
�S
����! S �S S

eX � eY
�����! X �S Y



KAPITEL IV

Die Dualität von Kegeln und endlich präsentierten
graduierten Algebren

Sei S ein komplexer Raum, dann nennen wir eine endlich präsentierte graduierte OS -
Algebra

L
m�0 Am, für die A0 D OS gilt, eine OS -Kegelalgebra. Die OS -Kegelalgebren

bilden eine Kategorie, welche wir mit Algr�
OS

bezeichnen. Diese Bezeichnung ist mo-
tiviert durch das Hauptresultat dieser Arbeit, welches besagt, dass die Kategorie der
OS -Kegelalgebren dual zur Kategorie der komplex analytischen Kegel über S ist, und
in diesem Kapitel bewiesen wird. Unsere Darstellung folgt der Originalarbeit [AM]
von A und M.

§ . Der Funktor ˆ W .Algr�
OS

/ı ! C Oone=S

Wir konstruieren in diesem Paragraphen eine Kegelstruktur auf dem analytischen
Spektrum einer OS -Kegelalgebra. Insbesondere zeigen wir, dass hierdurch ein Funk-
tor von der Kategorie der OS -Kegelalgebren in die Kategorie der komplex analytischen
Kegel über S definiert ist.

.. Die Algebra OS Œt� und der Ring C � S . Ein Ring in der Kategorie der kom-
plexen Räume über S ist ein komplexer Raum X über S zusammen mit einer funk-
toriellen Ringstruktur auf hX .T / für alle komplexen Räume T über S . Das heißt, für
alle T ist hX .T / ein Ring, und durch Addition und Multiplikation auf hX .T / werden
zwei funktorielle Morphismen hX � hX ! hX induziert. Dies ist gleichbedeutend da-
mit, dass hX .f / W hX .T

0/! hX .T / für alle Morphismen f W T ! T 0 von komplexen
Räumen über S ein Ringhomomorphismus ist.

Bezeichnet S einen komplexen Raum, dann ist OS Œt � eine endlich präsentierte OS -
Algebra, und Specan.OS Œt �/ ist gegeben durch C�S . Nach Satz .. wird der Funktor
F�;1=S durch C � S dargestellt. Wir haben somit einen funktoriellen Isomorphismus

hC�S
�
�! F�;1=S :

Für alle komplexen Räume T über S induziert die Ringstruktur von �.T;OT / über
diesen Isomorphismus eine funktorielle Ringstruktur auf hC�S .T /. Auf diese Weise
wird C � S zu einem Ring in der Kategorie der komplexen Räume über S . Die durch
�.T;OT / auf hC�S .T / induzierte Ringstruktur ist identisch mit der Ringstruktur, wel-
che von C durch den Basiswechsel C C � S induziert wird. Wir definieren nun:

�OS Œt � W

(
OS Œt � �! OS Œt �˝OS

OS Œt �

t 7! t ˝ t
(..a)

˛OS Œt � W

(
OS Œt � �! OS Œt �˝OS

OS Œt �

t 7! t ˝ 1C 1˝ t
(..b)

35
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Bezeichnen ˛C W C ! C und �C W C ! C die übliche Addition und Multiplikation
von C, so sehen wir anhand der folgenden Rechnungen und Korollar .., dass
Specan.˛OS Œt �/ D ˛C �S idS DW ˛C�S und Specan.�OS Œt �/ D �C �S idS DW �C�S

ist:

z̨C�S .z/ D z̨C�S

�
zp0

1.z/
�
D zp1 B ˛C.z/ D zp1

�
z B ˛C

�
D zp1

�
z1 C z2/ D z1 C z2 D �[

C2�S
B ˛OS Œt �.t/

z�C�S .z/ D z�C�S

�
zp0

1.z/
�
D zp1 B �C.z/ D zp1

�
z B �C

�
D zp1

�
z1 � z2/ D z1 � z2 D �[

C2�S
B �OS Œt �.t/

Dabei bezeichnen p0
1
W C � S !C und p1 W C2 � S !C2 die jeweiligen Projektionen

auf den ersten Faktor.

.. Der assoziierte Kegel einer OS -Kegelalgebra. Sei S ein komplexer Raum.
Wir definieren für eine OS -Kegelalgebra A D

L
m�0 Am Abbildungen wie folgt:

�A W

(
A �! OS Œt �˝OS

AP
am 7!

P
tm ˝ am

(..a)

eA W

(
A �! OSP

am 7! a0

(..b)

S ... Es sei A eine OS -Kegelalgebra. Dann ist .X; �X / WD Specan.A/
zusammen mit �X WD Specan.�A/ W .C � S/ �S X ! X als Multiplikation und
eX WD Specan.eA/ W S !X als Spitze ein komplex analytischer Kegel über S .

Beweis. Es ist die Kommutativität der Diagramme (..a)-(..c) zu zeigen. Das
folgende Diagramm ist kommutativ:

OS Œt �˝OS
OS Œt �˝OS

A oo
�OS Œt�

˝ idA

OO

idOS Œt�
˝�A

OS Œt �˝OS
A

OO

�A

OS Œt �˝OS
A oo

�A
A

Wenden wir den Funktor Specan auf das obiges Diagramm an, so erhalten wir mit
Satz .. das folgende kommutative Diagramm und damit die Kommutativität von
Diagramm (..a). Entsprechend folgt aus der Kommutativität der beiden Diagramme
(vgl. § )

A˝OS
A oo

1OS Œt�
˝ idA

�A

��

OS Œt �˝OS
A

OO

�A

A oo
idA

A

A˝OS
A oo

0OS Œt�
˝ idA

�A

��

OS Œt �˝OS
A

OO

�A

A oo �A
OS
oo

eA
A

die Kommutativität der Diagramme (..b) und (..c). Das bedeutet, X ist ein kom-
plex analytischer Kegel über S mit Multiplikation �X und Spitze eX . �
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S ... Es sei  W A! B ein Morphismus von OS -Kegelalgebren. Dann ist
Specan. / W Specan.B/!Specan.A/ ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln
über S .

Beweis. Seinen �A und �B definiert wie oben. Dann ist das folgende Diagramm
kommutativ:

OS Œt �˝OS
A oo

�A

OO

idOS Œt�
˝ 

AOO

 

OS Œt �˝OS
B oo

�B
B

Durch Anwenden des Funktors Specan auf das obige Diagramm folgt die Kommuta-
tivität von:

.C � S/ �S Y
�Y //

idC�S � Specan. /
��

Y

Specan. /

��

.C � S/ �S X
�X

// X

Nach Satz .. ist Specan. / somit ein Kegelmorphismus. �

Die Sätze .. und .. zeigen, dass das analytische Spektrum einen Funktor
ˆ W A  Specan.A/ von der Kategorie der OS -Kegelalgebren in die Kategorie der
komplex analytischen Kegel über S induziert.

.. Der assoziierte Kegel eines Produktes von OS -Kegelalgebren. Seien A und B

zwei OS -Kegelalgebren. Dann ist A˝OS
B eine OS -Kegelalgebra, wobei für die homo-

genen Elemente vom Grad m gilt:

.A˝OS
B/m D

mM
iD0

Ai ˝OS
Bm�i

Es bezeichne nun �A˝OS
B die Abbildung, welche durch die Komposition

A˝OS
B

�A˝�B
������! OS Œt �˝OS

A˝OS
OS Œt �˝OS

B
�0

������! OS Œt �˝OS
A˝OS

B

gegeben ist, wobei �0 die Abbildung t ˝ a˝ t ˝ b 7! t2˝ a˝ b bezeichnet. Dann gilt
für U � S offen und am ˝ bn 2 Am.U /˝OS .U /Bn.U /:

�A˝OS
B

�
am ˝ bn

�
D �0

B �A ˝ �B
�
am ˝ bn

�
D �0

�
tm
˝ a˝ tn

˝ b
�
D tmCn

˝ a˝ b

Die Abbildung �A˝OS
B entspricht somit der oben definierten Abbildung (..a).

Bezeichnen wir die analytischen Spektren von A und B mit X und Y , so gilt
Specan.�A˝OS

B/ D �X �S Y (vgl. Abschnitt .). Als Konsequenz ergibt sich nun:

S ... Es seien A und B zwei OS -Kegelalgebren. Dann ist der natürliche Iso-
morphismus

Specan.A˝OS
B/ ��! Specan.A/ �S Specan.B/

ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln über S .
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.. Die Abbildung ��
A. Es sei A D

L
m�0 Am eine OS -Kegelalgebra. Wir defi-

nieren für � 2 �.S;OS /:

��A W

(
A �! AP

am 7!
P
�mam

(..a)

Dann ist Specan
�
��A

�
D ��

X
, denn ��A ist nichts anderes als die folgende Komposition:

A
�A

��������! OS Œt �˝OS
A

�A ˝ id
��������! A˝OS

A
�A

��������! A

§ . Der Funktor ‰ W .C Oone=S /ı ! Algr�
OS

Ziel dieses Paragraphen ist die Konstruktion eines Funktors von der Kategorie der
komplex analytischen Kegel über S in die Kategorie der OS -Kegelalgebren.

.. Die Garbe der homogenen Schnitte. Es sei .X; �X / ein komplex analytischer
Kegel über S mit Multiplikation �X . Bezeichnen p1 W .C � S/ �S X ! C � S und
p2 W .C � S/ �S X ! X die Projektionen auf den entsprechenden Faktor und setzen
wir T WD zp1.z/ 2 O.C�S/�S X ..C �S/�S X /, dann ist für alle m � 0 und U �S offen,
durch

AX
m .U / WD

n
f 2 OX

�
��1

X .U /
�
W z�X ;��1

X
.U /.f / D zp2;��1

X
.U /.f / � T

m
o

(..a)

ein OS -Modul AX
m definiert. Die Schnitte von AX

m über U sind genau die Schnitte von
OX über ��1

X
.U /, welche bezüglich der Multiplikation�X homogen vom Grad m sind.

Es gilt Am � An � AmCn und somit ist durch AX WD
L

m�0 AX
m eine graduierte OS -

Unteralgebra von �X
� OX definiert.

.. Die OS -Algebra BX . Sei .X; �X / ein komplex analytischer Kegel über S

mit Multiplikation �X . Wir definieren durch

%X ;U W

(
OX

�
��1

X .U /
�
�! OX jS .U /

f 7! fjU

für U �S offen einen OS -Algebramorphismus %X W �
X
� OX !OX jS . Für s 2 S ist dann

%X ;s W
�
�X

� OX

�
s ! OX ;s der induktive Limes lim

�!U 3s
OX

�
��1

X
.U /

�
! OX ;s der Keim-

Abbildungen. Wir setzen nun:

BX
WD %X

�
AX

�
D

M
m�0

%X

�
AX

m

�
WD

M
m�0

BX
m (..a)

Dann ist BX eine graduierte OS -Unteralgebra von OX jS und es gilt:

S ... Es sei .X; �X / ein komplex analytischer Kegel über S . Dann induziert
%X W �

X
� OX!OX jS einen Isomorphismus {%X W AX ��!BX von graduierten OS -Algebren,

so dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

AX //
kan: //

{%X o

��

�X
� OX

%X

��

BX //

kan:
// OX jS

(..b)
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Beweis. Es bezeichne �X die Multiplikation von X . Da %X ein graduierter OS -Al-
gebramorphismus ist, reicht es zu zeigen, dass %X für alle m � 0 einen OS -Moduliso-
morphismus AX

m
�
�!BX

m induziert. Sei U �S eine offene Umgebung und b 2 BX
m .U /.

Nach Konstruktion existiert dann ein f 2 AX
m .U /, so dass fjU D b ist. Nehmen wir

nun an, dass es ein g 2 AX
m .U / gibt mit g ¤ f und gjU D b. Dann existiert eine

offene Umgebung V � ��1
X .U / von U , so dass fjV D gjV ist. Da f ¤ g ist, existiert

ein x 2 ��1
X .U / mit fx ¤ gx . Aufgrund der Stetigkeit von j�X j gibt es ein � 2 C�, so

dass y WD ��X .x/ 2 V ist, und es gilt:

fx D z��X ;x B z�
��1

X ;y .fx/ D z��X ;x.�
�mfy/ D z��X ;x.�

�mb/

D z��X ;x.�
�mgy/ D z��X ;x B z�

��1

X ;y .gx/ D gx

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme f ¤ g. Jedes b 2 BX
m .U / lässt sich somit auf

nur eine Weise zu einem f 2 AX
m .U / mit %X .f / D fjU D b fortsetzen. �

S ... Es sei .X; �X / ein komplex analytischer Kegel über S mit Multiplika-
tion �X W C � X ! X und Spitze eX W S ! X . Ist s 2 S , a 2 OX ;s und

P1

mD0 amT m

die eindeutige Potenzreihendarstellung von z�X ;.0;s/.a/ 2 OC�X ;.0;s/ mit Koeffizienten
am 2 OX ;s , dann gelten die folgenden Aussagen:

() Es ist a0 D
D.eX B �X /s.a/ 2 OS;s , und für m � 0 ist am 2 BX

m;s .

() In der Folgentopologie von OX ;s ist a D
P1

mD0 am und diese Darstellung von a als
Reihe mit am 2 BX

m;s ist eindeutig.

() Es ist BX
0 D OS und BX

C D
L

m�1 BX
m � IjS , wobei I das Nullstellenideal von S

bezeichnet.

Beweis. () Das Einsetzen von a in das erste Kegelaxiom (..d) an der Stelle
.0; 0; s/ ergibt auf der linke Seite:

e��X B .�C � idX /
�
.0;0;s/

.a/ D E��C � idX

�
.0;0;s/

B z�X ;.0;s/.a/

D
E��C � idX

�
.0;0;s/

� 1X
mD0

amT m

�

D

1X
mD0

E��C � idX

�
.0;0;s/

�
.1 y̋ am/ � .z

m y̋ 1/
�

D

1X
mD0

�
.1 y̋ 1/ y̋ am

�
�
�
.z y̋ z/m y̋ 1

�
D

1X
mD0

zm y̋ zm y̋ am

Die rechte Seite ergibt:

e��X B .idC � �X /
�
.0;0;s/

.a/ D E�idC � �X

�
.0;0;s/

B z�X ;.0;s/.a/

D
E�idC � �X

�
.0;0;s/

� 1X
mD0

amT m

�

D

1X
mD0

E�idC � �X

�
.0;0;s/

�
.1 y̋ am/ � .z

m y̋ 1/
�

D

1X
mD0

�
1 y̋ z�X ;.0;s/.am/

�
�
�
zm y̋ .1 y̋ 1/

�
D

1X
mD0

zm y̋ z�X ;.0;s/.am/

Ein Vergleich der Koeffizienten ergibt: z�X ;.0;s/.am/ D zm y̋ am D amT m.
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Für die zweite Aussage betrachten wir das dritte Kegelaxiom (..f). Das Einset-
zen von a an der Stelle s ergibt dann für die linke Seite:

C��X B .0X � idX / B�X

�
s
.a/ D z�X ;s B

D�0X � idX

�
.s;s/
B z�X ;.0;s/.a/

D z�X ;s B
D�0X � idX

�
.s;s/

� 1X
mD0

amT m

�

D

1X
mD0

z�X ;s B
D�0X � idX

�
.s;s/

�
.1 y̋ am/ � .z

m y̋ 1/
�

D

1X
mD0

z�X ;s

�
.1 y̋ am/ � .0

m y̋ 1/
�
D z�X ;s.1 y̋ a0/ D a0

Also ist a0 D
D.eX B �X /s.a/ D z�X ;s B zeX ;s.a/ D zeX ;s.a/ � 1 und somit a0 2 OS;s .

() Sei U eine offene Umgebung von s in X . Dann ist ��1
X
.U / eine offene Um-

gebung von C � fsg in C � X und enthält somit eine offene Umgebung D � V von
.0; s/, bestehend aus einer offenen Kreisscheibe D mit Radius > 1 und einer offenen
Umgebung V von s in X . Indem wir V gegebenenfalls verkleinern, können wir an-
nehmen, dass die Einschränkung von X auf V isomorph zu einem lokalen Modell ist,
von welchem wir nach einer gegebenfalls weiteren Verkleinerung zusätzlich annehmen
können, dass es als abgeschlossener komplexer Unterraum eines offenen Polyzylinders
P �CN realisiert werden kann. Wir erhalten somit eine abgeschlossene Einbettung

.V;OX jV /
j

,�������! .P;OCN jP /

von V in einen offenen Polyzylinder P . Das direkte Produkt zweier abgeschlossener
Einbettungen ist wieder eine abgeschlossene Einbettung [CAS, .., S. ], und somit
definiert

.D � V;OC�X jD�V /
idD �j

,�������! .D � P;OC1CN jD�P /

eine abgeschlossene Einbettung von D � V in den offenen Polyzylinder D � P . Als
Polyzylinder ist D � P insbesondere Steinsch und daher ist

BidD � j W OC1CN jD�P .D � P /! OC�X jD�V .D � V /

surjektiv. Sei nun ˛ 2 OX .U / ein Schnitt über U , welcher a repräsentiert. Nach Kon-
struktion ist D�V ���1

X
.U /, und daher können wir z�X ;U .˛/ auf D�V einschränken.

Es existiert also ein ˇ 2 OC1CN .D � P / mit:

z�X ;U .˛/
ˇ̌
D�V

D
D�idD � j

�
.ˇ/

Da D � P ein Polyzylinder ist, konvergiert die Taylorentwicklung von ˇ auf ganz
D � P gegen ˇ [HFCM, I, Theorem ., S. ]. Nach Umsortieren erhalten wir eine
Potenzreihenentwicklung von ˇ

ˇ D

1X
mD0

ˇmT m
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mit Koeffizienten ˇm 2 OCN .P /. Bezeichnet bm WD .ˇm/j.s/ den Keim von ˇm an der
Stelle j .s/, dann gilt:

1X
mD0

amT m
D z�.0;s/.a/ D

D�idD � j
�
.0;s/

�
ˇ.0;j.s//

�
D

D�idD � j
�
.0;s/

� 1X
mD0

bmT m

�

D

1X
mD0

D�idD � j
�
.0;s/

�
.1 y̋ bm/ � .z

m y̋ 1/
�

D

1X
mD0

.1 y̋ zjs.bm// � .z
m y̋ 1/ D

1X
mD0

zjs.bm/T
m

Ein Vergleich der Koeffizienten ergibt zjs.bm/ D am. Aus dem zweiten Kegelaxiom
(..e) ergibt sich nun:

a D C��X B .1X � idX / B�X

�
s
.a/ D z�X ;s B

D�1X � idX

�
.s;s/
B z�X ;.1;s/.a/

D z�X ;s B
D�1X � idX

�
.s;s/
B
D�idD � j

�
.1;s/

�
ˇ.1;j.s//

�
D z�X ;s B

D�.idD � j / B .1X � idX /
�
.s;s/

� 1X
mD0

bmT m

�

D

1X
mD0

z�X ;s B
C�1X � j

�
.s;s/

�
.1 y̋ bm/ � .z

m y̋ 1/
�

D

1X
mD0

z�X ;s

�
zjs.bm/ y̋ 1m

�
D

1X
mD0

zjs.bm/ D

1X
mD0

am

() Ergibt sich unter Berücksichtigung von (..b) als unmittelbare Folgerung
aus (). �

L ... Es sei X ein komplex analytischer Kegel über S . Ist s 2 S und I

ein Ideal aus OX ;s mit I � BX
C;s , welches von endlich vielen Elementen aus BX

C;s erzeugt
wird, dann erzeugen diese Elemente BX

C;s als BX
s -Ideal.

Beweis. Bezeichne �X W C � X ! X die Multiplikation des Kegels und sei f DPr
jD1 fj ein Element aus BX

C;s . Durch Anwenden von z�X ;.0;s/ erhalten wir dann:

z�X ;.0;s/.f / D z�X ;.0;s/

� rX
jD1

fj

�
D

rX
jD1

z�X ;.0;s/.fj / D

rX
jD1

fj T j

Nach Voraussetzung ist f 2 I . Bezeichnen b1; :::; bn 2 BX
C;s die Erzeuger von I , von

welchen wir annehmen können, dass sie homogen sind, dann gibt es also ˇi 2 OX ;s , so
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dass f D
Pn

iD1 ˇibi ist. Eine erneute Anwendung von z�X ;.0;s/ ergibt:

z�X ;.0;s/.f / D z�X ;.0;s/

� nX
iD1

ˇibi

�
D

nX
iD1

z�X ;.0;s/.ˇibi/

D

nX
iD1

z�X ;.0;s/.ˇi/ � z�X ;.0;s/.bi/ D

nX
iD1

� 1X
jD0

ˇi;j T j

�
biT

deg bi

Gleichsetzen der beiden Ausdrücke ergibt:
rX

jD1

fj T j
D z�X ;.0;s/.f / D

nX
iD1

1X
jD0

ˇi;j biT
jCdeg bi

Durch Vergleich der Koeffizienten erhalten wir somit fj D
Pn

iD1 ˇi;j�deg bi
bi , wobei

wir ˇi;j�deg bi
D 0 setzen, wenn j � deg bi < 0 ist. Daher folgt nun:

f D

rX
jD1

fj D

rX
jD1

nX
iD1

ˇi;j�deg bi
bi

D

nX
iD1

bi

� rX
jD1

ˇi;j�deg bi

�
„ ƒ‚ …

2BX
s

2

nX
iD1

biB
X
s �

K ... Es sei X ein komplex analytischer Kegel über S . Dann ist BX
s

für alle s 2 S eine endlich erzeugte OS;s-Algebra.

Beweis. Sei I das von BX
C;s in OX ;s erzeugte Ideal. Da OX ;s noethersch ist, wird

I von endlich vielen Elementen aus BX
C;s erzeugt. Nach Lemma .. erzeugen diese

das Ideal BX
C;s . Dies ist gleichbedeutend damit, dass BX

s eine endlich erzeugte OS;s-
Algebra ist [BAC, III, § ., Proposition , S. ]. �

S ... Es sei X ein komplex analytischer Kegel über S . Ist s 2 S und be-
zeichnet I das Nullstellenideal von S , dann wird BX

s genau dann als OS;s-Algebra von
endlich vielen Elementen aus BX

C;s erzeugt, wenn diese Is als OX ;s-Ideal erzeugen.

Beweis. ()) Seien b1; :::; bn die Erzeuger von BX
s als OS;s-Algebra. Diese erzeu-

gen BX
C;s als Ideal in BX

s . Es reicht somit zu zeigen, dass Is von endlich vielen Ele-
menten aus BX

C;s erzeugt wird. Da OX ;s noethersch ist, gibt es endlich viele Elemente
x1; :::;xr , welche Is als Ideal in OX ;s erzeugen. Nach () von Satz .. können wir
xi als Reihe

xi D

1X
mD1

xi;m

mit xi;m 2 BX
m;s darstellen. Wir setzen r WD maxiD1;:::;n deg bi . Sei weiter

yi WD
Pr

mD1 xi;m und bezeichne I das von y1; :::;yn erzeugte Ideal in OX ;s . Für
m > r haben wir BX

m;s � .B
X
C;s/

2 � I2
s und insbesondere also xi;m 2 I2

s . Da I2
s ab-

geschlossen in der Folgentopologie von OX ;s ist [AS, II.., Korollar zu Satz , S. ],
ist

P1

mDrC1 xi;m 2 I2
s . Folglich haben wir I C I2

s D Is , und mit N’s Lemma
folgt I D Is .

(() Seien umgekehrt b1; :::; bn Erzeuger von Is als OX ;s-Ideal. Da Is � BX
C;s ist,

folgt die Aussage aus Lemma ... �
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S ... Es sei X ein komplex analytischer Kegel über S . Dann gibt es für alle
s 2 S eine offene Umgebung U von s in S und endlich viele homogene Schnitte ˇ1; :::; ˇn

aus BX
C .U /, so dass die folgenden Aussagen gelten:

() Bezeichnet I das Nullstellenideal von S , dann wird It für jedes t 2 U von ˇ1;t :::; ˇn;t

als OX ;t -Ideal erzeugt.

() Für jedes t 2 U wird BX
t als OS;t -Algebra von ˇ1;t ; :::; ˇn;t erzeugt.

Beweis. () Nach Korollar .. gibt es endlich viele homogene Elemente
b1; :::; bn 2 BX

C;s , die BX
s als OX ;s-Algebra erzeugen. Gemäß Satz .. erzeugen

diese Is als Ideal in OX ;s . Seien nun ˇi 2 BX
C .U / Repräsentanten der bi auf einer of-

fenen Umgebung U von s. Da IjS ein OX jS -kohärentes Ideal ist, gibt es eine offene
Umgebung V � U von s, so dass It als Ideal in OX ;t für alle t 2 V durch ˇ1t

; :::; ˇn;t

erzeugt wird [HFSV, ., S. ].

() Folgt aus () zusammen mit Satz ... �

S ... Es sei .X; �X / ein komplex analytischer Kegel über S . Dann ist BX

eine endlich präsentierte OS -Algebra.

Beweis. Sei s 2 S . Dann gibt es nach Satz .. eine offene Umgebung U von
s in S und homogene Schnitte ˇ1; :::; ˇn 2 BX

C .U /, so dass BX
t für alle t 2 U von

ˇ1;t ; :::; ˇn;t als OS;t -Algebra erzeugt wird. Wir setzen:

' W

(
OU Œt1; :::; tn� �! BX

jU

ti 7! ˇi

Indem wir deg ti D degˇi setzen, definieren wir eine Graduierung auf OU Œt1; :::; tn�.
Hierdurch wird ' zu einem Morphismus von graduierten OU -Algebren und der Kern
von ' zu einem graduierten Ideal K WD

L
m�0 Km. Wir haben also die exakte Sequenz

0 ����! K ����! OU Œt1; :::; tn�
'
����! BX

jU ����! 0

und es ist zu zeigen, dass K in einer Umgebung von s ein endlich erzeugtes
OU Œt1; :::; tn�-Ideal ist.

Die Schnitte ˇi 2 BX
C .U / lassen sich nach Lemma .. eindeutig zu Schnitten

˛i 2 AX
C .U /� OX .�

�1
X .U // mit ˛ijU D ˇi fortsetzen. Über die kanonische Bijektion

HomS

�
��1

X .U /;U �Cn
�
�
�! �

�
��1

X .U /;OX

�n

erhalten wir eine durch die ˛i induzierte holomorphe Abbildung�
f; zf

�
W ��1

X .U / �! U �Cn ;

so dass die Restriktion von zfs W OU �Cn;.s;0/! OX ;s auf

OU;s Œt1; :::; tn�� OU;sft1; :::; tng ' OU �Cn;.s;0/

gerade 's ist. Folglich haben wir BX
s �im zfs , und da BX

s nach () von Satz .. dicht
in OX ;s ist, liegt das Bild von zfs ebenfalls dicht in OX ;s . Aus dem Epimorphiekriterium
[AS, II.., Satz , S. ] ergibt sich somit, dass zfs surjektiv und daher eine Immersion
in s ist. Nachdem wir U gegebenfalls verkleinert haben, können wir also annehmen,
dass es eine offene Umgebung V von U in ��1

X .U / und eine offene Umgebung W von
U �f0g in U �Cn gibt, so dass fjV W V !W eine abgeschlossene Einbettung definiert.
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Dann ist J WD ker zfjV ein kohärentes OW -Ideal, und wir haben die folgende exakte
Sequenz:

0 �����! f �1
jV J �����! f �1

jV OW

yfjV

�����! OV D OX jV �����! 0

Bezeichnet j W U ,! V die kanonische Inklusion, so ergibt die Restriktion auf U die
exakte Sequenz:

0 �����! j �1f �1
jV J„ ƒ‚ …

DJjU �f0g

�����! j �1f �1
jV OW„ ƒ‚ …

DOU �CnjU �f0g

D yfjU‚…„ƒ
j�1 yfjV
�����! j �1OV„ ƒ‚ …

DOX jU

�����! 0

Insbesondere ist JjU �f0g ein OU �CnjU �f0g-kohärentes Ideal und wir erhalten das fol-
gende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

0 // K //

��

��

OU Œt1; :::; tn�
'

//

��

��

BX
jU

//

��

��

0

0 // JjU �f0g
// OU �CnjU �f0g

yfjU

// OX jU
// 0

Wir zeigen nun, dass Jt für alle t 2 U von Kt erzeugt wird. Sei dazu K das von
Kt in OU �Cn;.t;0/ erzeugte Ideal. Da OU;t Œt1; :::; tn� noethersch ist, gibt es homogene
Elemente k1; :::; kp 2 Kt , welche Kt als OU;t Œt1; :::; tn�-Ideal erzeugen. Jedes Element
g 2 Jt kann als Reihe g D

P1

mD0 gm mit homogenen Polynomen gm 2 OU;t Œt1; :::; tn�

vom Grad m dargestellt werden. Aufgrund der Stetigkeit von zft in der Folgentopolo-
gie gilt dann:

0 D zft .g/ D

1X
mD0

zft .gm/ D

1X
mD0

't .gm/

Nach () von Satz .. ist obige Darstellung eindeutig. Somit ist 't .gm/ D 0 und
daher gm 2 Km;t . Bezeichne nun H das von t1; :::; tn in OU �Cn;.0;t/ erzeugte Ideal und
sei r WD maxiD1;:::;p deg ki . Für m > r ist dann Km�H �Jt , und wir erhalten, da H �Jt

abgeschlossen in der Folgentopologie ist [AS, II.., Korollar zu Satz , S. ]:

g D

rX
mD0

gm C

1X
iDrC1

gm 2 K CH � Jt ;

Das bedeutet, dass Jt D K C H � Jt ist, und mit N’s Lemma erhalten wir
K D Jt . Insbesondere ist also Jt \ OU;t Œt1; :::tn� D Kt .

Nachdem wir U gegebenfalls verkleinert haben, können wir Repräsentanten
�1; :::; �p 2 K .U / der Erzeuger von Ks wählen. Dann gibt es, da JjU �f0g kohärent ist,
eine offene Umgebung V �U ' U �f0g von s, so dass Jt für alle t 2 V von �1;t ; :::; �p;t
erzeugt wird. Somit wird auch Kt für t 2 V von �1;t ; :::; �p;t als OU;t Œt1; :::; tn�-Ideal er-
zeugt. �

.. Die assoziierte OS -Kegelalgebra eines Kegels. Wie wir in Satz .. gesehen
haben, ist AX als graduierte OS -Algebra isomorph zu BX . Wir erhalten daher als
unmittelbare Folgerung aus den Sätzen .. und ..:

S ... Es sei X ein komplex analytischer Kegel über S . Dann ist AX eine
OS -Kegelalgebra.



§ 12. BEWEIS DES DUALITÄTSSATZES UND ANWENDUNGEN 45

Der folgende Satz zeigt nun, dass die Zuordnung X  AX einen Funktor
‰ W .COone=S /

ı ! Algr�
OS

von der Kategorie der komplex analytischen Kegel über S

in die Kategorie OS -Kegelalgebren definiert.

S ... Es sei f W X ! Y ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln
über S . Dann induziert �Y

�
zf W �X

� OX!�
Y
� OY einen Morphismus von OS -Kegelalgebren

{f W AY !AX , so dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

AY
{f

//

��

kan:iY

��

AX

��

kan: iX
��

�Y
� OY

�Y
�

zf

// �X
� OX

(..a)

Beweis. Es bezeichne �X die Multiplikation von X und �Y die Multiplikation
von Y . Wir zeigen, dass �Y

�
zf .AY

m/ � AX
m für m � 0 ist. Sei also U � S offen und

a 2 AY
m.U /� OY .�

�1
Y .U //, dann gilt:

z�X ;��1
X
.U /

�
zf��1

Y
.U /.a/

�
D z�X ;f�1B��1

Y
.U / B

zf��1
Y
.U /

�
a
�
D

C�f B �X

�
��1

Y
.U /

�
a
�

(..a)
D

H��Y B .id �S f /
�
��1

Y
.U /

�
a
�
D

C�id �S f
�
��1

Y
B��1

Y
.U /
B z�Y;��1

Y
.U /

�
a
�

(..a)
D

C�id �S f
�
��1
.C�S/�S Y

.U /

�
zp0

1;��1
C�S

.U /
.z/m � zp0

2;��1
Y
.U /
.a/

�
(..b)
D zp1;��1

C�S
.U /.z/

m
� zp2;��1

X
.U / B

zf��1
Y
.U /

�
a
�

D zp2;��1
X
.U /

�
zf��1

Y
.U /.a/

�
� Tm

2 AX
m .U / �

§ . Beweis des Dualitätssatzes und Anwendungen

In diesem Paragraphen beweisen wir, dass die Kategorie der OS -Kegelalgebren dual
zur Kategorie der komplex analytischen Kegel über S ist und diskutieren einige An-
wendungen.

.. Das Axelsson-Magnusson Theorem. Seien C und D Kategorien. Ein Funk-
tor F W Cı!D heißt Antiäquivalenz von Kategorien, wenn es einen Funktor G W Dı!C

gibt, welcher quasi-invers zu F ist, das heißt, für welchen G B Fı isomorph zum Iden-
titätsfunktor von C und F BGı isomorph zum Identitätsfunktor von D ist. Wir sagen
dann auch, dass die Kategorien C und D dual zueinander sind.

Ist F W Cı!D ein Funktor, so ist F genau dann eine Antiäquivalenz von Katego-
rien, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind (vgl. z.B. [MHA, II.., S. ]):

() F ist ein voll treuer Funktor. Das heißt, für alle Paare A;B von Objekten aus C

ist die kanonische Abbildung HomC

�
A;B

�
!HomD

�
F.B/;F.A/

�
bijektiv.

() Für jedes Objekt X aus D existiert ein Objekt A aus C, so dass F.A/ ' X ist.

T .. (Axelsson-Magnusson). Der Funktor ˆ W A  Specan.A/ von
der Kategorie der OS -Kegelalgebren in die Kategorie der komplex analytischen Kegel
über S ist eine Antiäquivalenz von Kategorien. Ein Quasi-Inverses von ˆ ist gegeben
durch den Funktor ‰ W X  AX .

Der Beweis des Theorems ist auf die nächsten beiden Abschnitten verteilt. Korol-
lar .. ist die eine Richtung und Korollar .. die andere.
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.. Die Isomorphie A ��!AX . Wir präzisieren in diesem Abschnitt die Aussage
von Satz .. für den Fall des analytischen Spektrums einer OS -Kegelalgebra und
erhalten auf diese Weise die eine Richtung des Axelsson-Magnusson Theorems.

S ... Es sei A D
L

m�0 Am eine OS -Kegelalgebra und .X; �X / der zu A

assoziierte komplex analytische Kegel über S . Bezeichnet iX W AX ,! �X
� OX die kano-

nische Inklusion, dann induziert die Abbildung �[X W A! �X
� OX einen natürlichen Iso-

morphismus {�X W A �
�!AX , so dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

A
{�X

�
//

�[
X ��

??
??

??
? AX

��

iX
����

��
��

�

�X
� OX

(..a)

Beweis. Bezeichne �X WD Specan.�A/ die Multiplikation von X . Wir zeigen zu-
nächst, dass �[X .A/ � AX ist. Sei dazu m � 0, U � S offen und a 2 Am.U /, dann
ergibt sich folgende Rechnung:

z�X ;��1
X
.U / B �

[
X ;U

�
a
� (..c)
D �[.C�S/�S X ;U B �A;U

�
a
� (..a)
D �[.C�S/�S X ;U

�
tm
˝ a

�
D �[.C�S/�S X ;U

�
�1.t

m/ � �2.a/
�

(..b)
D zp1;��1

C�S
.U / B �

[
C�S;U

�
tm

�
� zp2;��1

X
.U / B �

[
X ;U

�
a
�

(..a)
D zp1;��1

C�S
.U /

�
zm

�
� zp2;��1

X
.U /

�
�[X ;U .a/

�
D zp2;��1

X
.U /

�
�[X ;U .a/

�
� Tm

Das bedeutet, es ist �[X .Am/�AX
m und insbesondere ist �[X .A/�AX . Wir sehen somit,

dass �[X eine wohldefinierte Abbildung {�X W A!AX induziert.
Wir zeigen nun, dass {�X ein Isomorphismus ist. Aus Korollar .. wissen

wir bereits, dass �[X monomorph ist. Es bleibt somit zu zeigen, dass �[X epimorph
auf AX abbildet. Da dies eine lokale Eigenschaft ist, können wir annehmen, dass
A ' OS Œt1; :::; tn�=J ist, wobei J ein von endlich vielen globalen Schnitten erzeugtes
Ideal in OS Œt1; :::; tn� ist. Wir haben dann in jedem Punkt s 2 S das folgende kommu-
tative Diagramm mit exakten Zeilen (vgl. (..b)):

OS;s Œt1; :::; tn�
p

//

�[
Cn�S;s

��

As
//

�[
X;s

��

0

OCn�S;s
zjs

// OX ;s
// 0

(..b)

Die Abbildung �[
X ;s

ist per Definition gegeben als die Komposition mit der kanoni-
schen Keimabbildung. Wir erhalten daher das folgende kommutative Diagramm (vgl.
Abschnitt .):

As

�
�[
X

�
s
//

�[
X;s

��

{�X;s ''OOOOOOOOOOOOOO
�
�X

� OX

�
s

%X;s
// OX ;s

AX
s

{%X;s

� //

OO
kan:

OO

BX
s

OO
kan:

OO (..c)
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Wir sehen somit, dass das Bild von �[X ;s in BX
s liegt. Das Nullstellenideal von S in OX ;s

wird erzeugt von den Elementen:

zjs.zi/
(..a)
D zjs B �

[
Cn�S;s.ti/

(..b)
D �[X ;s B p.ti/ 2 BX

C;s .i D 1; :::; n/

Nach Satz .. wird BX
s als OS;s-Algebra von den �[

X ;s
Bp.ti/ erzeugt. Das heißt nun,

dass �[X ;s B p surjektiv auf BX
s abbildet und daher �[X ;s ebenfalls surjektiv ist.

Es bleibt die Natürlichkeit der Isomorphie zu zeigen. Sei also  W B!A ein Mor-
phismus von OS -Kegelalgebren und f WD Specan. / die durch das analytische Spek-
trum induzierte Abbildung. Dann ist in dem folgenden Diagramm die Kommutativität
des inneren linken Rechtecks zu zeigen.

B
{�Y //

 

��

�[
Y

!!

‰ Bˆ.B/ D AY //
iY

kan:
//

‰Bˆ. /D {f
��

�Y
� OY

�Y
�

zf

��

A
{�X //

�[
X

==
‰ Bˆ.A/ D AX //

iX

kan:
// �X

� OX

(..d)

Die Kommutativität des oberen und des unteren Dreiecks folgt aus (..a), die des
inneren rechten Rechtecks aus (..a). Nach (..c) ist das äußere Rechteck kommu-
tativ und somit folgt, da iX und iY injektiv sind, die Kommutativität des inneren linken
Rechtecks. �

K ... Der Funktor ‰ B ˆ ist isomorph zum Identitätsfunktor in der
Kategorie der OS -Kegelalgebren.

.. Die Isomorphie X ��! Specan
�
AX

�
. Wir zeigen nun die andere Richtung

des Axelsson-Magnusson Theorems.

S ... Es sei .X; �X / ein komplex analytischer Kegel über S und .X 0; �X 0/

der zu AX assoziierte komplex analytische Kegel über S . Dann ist

f WD
�

�1

AX .X /
��

iX
�
W X �!X 0

ein natürlicher Isomorphismus von komplex analytischen Kegeln über S , wobei die Ab-
bildung iX W AX ,! �X

� OX die kanonische Inklusion bezeichnet.

Beweis. Bezeichne �X die Multiplikation von X und �X 0 WD Specan.�AX / die
Multiplikation von X 0. Dann gilt (vgl. (..b)):

Œ
AX .X /�.f / D �X 0

�
zf B �[X D iX (..a)

Wir zeigen zunächst, dass f ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln
über S ist. Das bedeutet, wir müssen für alle komplexen Räume T über S die Kom-



48 IV. DIE DUALITÄT VON KEGELN UND GRADUIERTEN ALGEBREN

mutativität des oberen Rechtecks in dem folgendem Diagramm zeigen:

h.C�S/�S X .T /
h�X

.T /
//

hid�f .T /

��

hX .T /

hf .T /
��

h.C�S/�S X 0.T /
h�X 0 .T /

//


OS Œt�˝OS
AX .T / o

��

hX 0.T /


AX .T /o

��

GOS Œt �˝OS
AX .T /

G�
AX

// GAX .T /

(..b)

Das untere Rechteck ist kommutativ nach (..a). Das obere Rechteck ist somit genau
dann kommutativ, wenn das äußere Rechteck kommutativ ist. Um dies nachzurechnen
benötigen wir die Kommutativität des folgenden Diagrammes:

AX

�[
X 0

��

�AX
// OS Œt �˝OS

AX

�[
.C�S/�S X 0

��

�X 0

� OX 0

�X 0

�
zf
��

�C�X 0

� O.C�S/�S X 0

�C�X 0

�
eid�f

��

�X
� OX

�X
� z�X

// �C�X
� O.C�S/�S X

(..c)

Sei also U � S offen, a 2 Am.U / und V 0 WD ��1
.C�S/�S X 0.U /, dann gilt:

C�id �S f
�

V 0 B �
[
.C�S/�S X 0;U B �AX;U

�
a
�
D

C�id �S f
�

V 0 B �
[
.C�S/�S X 0;U

�
tm
˝ a

�
D

C�id �S f
�

V 0 B �
[
.C�S/�S X 0;U

�
�1;U .t

m/ � �2;U .a/
�

(..b)
D

C�id �S f
�

V 0

�
zp0

1;��1
C�S

.U /
B �[C�S;U .t

m/ � zp0

2;��1
X 0 .U /

B �[X 0;U .a/
�

(..b)
D zp1;��1

C�S
.U / B

�id��1
C�S

.U / B �
[
C�S;U .t

m/„ ƒ‚ …
(..a)
D zm

� zp2;��1
X
.U / B

zf��1
X 0 .U /

B �[X 0;U„ ƒ‚ …
(..a)

D iX;U

.a/

D zp1;��1
C�S

.U /.z
m/ � zp2;��1

X
.U /.a/

(..a)
D z�X ;��1

X
.U /.a/

D z�X ;��1
X
.U / B iX ;U .a/

(..a)
D z�X ;��1

X
.U / B

zfX ;��1
X 0 .U /

B �[X 0;U .a/

Wir sind nun in der Lage, die Kommutativität des Diagrammes (..b) zu zeigen. Sei
dazu � 2 h.C�S/�S X .T /, dann ergibt sich die folgende Rechnung:�

G�AX
B 
OS Œt �˝AX B hid�f .T /

��
�

� (..d)
D

�
G�AX

B 
OS Œt �˝AX .T /
��
.id �f / B �

�
(..b)
D

�
G�AX

.T /
��
�
.C�S/�S X 0

�
Did �f B � B �[.C�S/�S X 0

�
(..a)
D �

.C�S/�S X 0

�
Did �f B � B �[.C�S/�S X 0 B �AX

D �
.C�S/�S X
�

z� B �
.C�S/�S X 0

�
Aid �f B �[.C�S/�S X 0 B �AX

(..c)
D �

.C�S/�S X
�

z� B �X
� z�X B �

X 0

�
zf B �[X 0 D �X 0

�
Ef B �X B � B �

[
X 0

(..b)
D

�

AX .T /

��
f B �X B �

� (..d)
D

�

AX B hf B h�X

.T /
��
�

�
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Wir zeigen nun, dass yfjS W OX 0jS ! OX jS bijektiv ist. Aus () von Satz .. folgt
dann, dass f ein Isomorphismus ist. Sei s 2 S , dann haben wir das folgende kommu-
tative Diagramm (oberes und unteres Dreieck (..b), linkes Rechteck (..a) und
(..a), rechtes Rechteck vgl. Abschnitt .):

BX
s %%

kan:

%%LLLLLLLLLLLLLLLLLL

AX
s
//

iX;x
//

{%X;s

99rrrrrrrrrrrrrrrrrrr

{�X 0;s o

��

�
�[
X 0

�
s

LLLLLL

%%LLLLLL

�
�X

� OX

�
s

%X;s
// OX ;s

AX 0

s
//

iX 0;s

//

{%X 0;s

%%LLLLLLLLLLLLLLLLLL
�
�Z

� OX 0

�
s %X 0;s

//

�
�X 0

�
zf
�

s

OO

OX 0;s

zfs

OO

BX 0

s

99

kan:

99rrrrrrrrrrrrrrrrrr

Bilden wir die Komposition der Isomorphismen entlang des linken Randes, so erhal-
ten wir einen Isomorphismus BX 0

s
�
�!BX

s und das folgende kommutative Diagramm:

BX
s
// kan: // OX ;s

BX 0

s
// kan: //

o

OO

OX 0;s

zfs

OO

Nach () von Satz .. liegen BX
s und BX 0

s dicht in der der Folgentopologie von
OX ;s bzw. OX 0;s . Da zfs stetig in der Folgentopologie ist, folgt die Bijektivität von zfs .

Es bleibt die Natürlichkeit der Isomorphie zu zeigen. Das bedeutet, für alle Mor-
phismen ' W X ! Y von komplex analytischen Kegel über S ist die Kommutativität
des folgenden Diagrammes zu zeigen:

X
f

�
//

'

��

ˆ B‰.X / D X 0

ˆB‰.'/DSpecan.{'/
��

Y g

� // ˆ B‰.Y / D Y 0

Nach Korollar .. ist dieses genau dann kommutativ, wenn das linke Rechteck im
nächsten Diagramm für alle komplexen Räume T über S kommutativ ist.

hX .T /
hf .T /

//

h'.T /
��

hX 0.T /

hSpecan.{'/.T /

��


AX .T /

�
// GAX .T /

G{'.T /

��

hY .T /
hg.T /

// hY 0.T /

AY .T /

� // GAY .T /

Das rechte Rechteck ist nach (..a) kommutativ. Die Kommutativität des linken
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Rechtecks ist also gleichbedeutend mit der des äußeren Rechtecks. Sei also � 2 hX .T /,
dann gilt:�

G{' B 
AX B hf .T /
��
�

� (..d)
D

�
G{' B 
AX .T /

��
f B �

�
(..b)
D

�
G{'.T /

��
�X 0

�
Af B � B �[X 0

� (..a)
D �X 0

�
Af B � B �[X 0 B {'

D �X
�
z� B �X 0

�
zf B �[X 0 B {'

(..a)
D �X

�
z� B iX B {'

(..a)
D �X

�
z� B �Y

� z' B iY

(..a)
D �X

�
z� B �Y

� z' B �
Y 0

� zg B �
[
Y 0 D �Y 0

�
Cg B ' B � B �[Y 0

(..b)
D

�

AY .T /

��
g B ' B �

� (..d)
D

�

AY B hg B h'.T /

��
�

�
�

K ... Die Komposition der Funktoren ˆ B‰ ist isomorph zum Identi-
tätsfunktor in der Kategorie der komplex analytischen Kegel über S .

.. Triviale Kegel und Darstellbarkeit. Sei p 2 Nn. Dann definiert Cn zu-
sammen mit der gewichteten Multiplikation vom Typ p und dem Nullschnitt
eCn W f0g ! Cn als Spitze einen komplex analytischen Kegel über dem reduzierten
Nullpunkt .f0g;C/ (vgl. Abschnitt .). Ist S ein komplexer Raum, so erhalten wir
durch Basiswechsel einen komplex analytischen Kegel Cn � S über S mit Multiplika-
tion �p

Cn�S WD �
p
Cn � idS und Spitze eCn�S WD eCn � idS , welchen wir als den trivialen

komplex analytischen Kegel über S vom Typ p bezeichnen.

S ... Ein komplex analytischer Kegel X über S ist genau dann isomorph
zum trivialen komplex analytischen Kegel über S vom Typ p D .p1; :::;pn/ 2 Nn, wenn
AX ' OS Œt1; :::; tn� und deg ti D pi ist.

Beweis. Nach Theorem .. reicht es, eine Richtung zu zeigen. Sei also A D

OS Œt1; :::; tn�mit deg ti D pi und X D Cn�S der zu A assoziierte komplex analytische
Kegel über S mit Multiplikation �X WD Specan.�A/ und Spitze eX WD Specan.eA/.
Für i D 1; :::; n gilt dann:

z�
p
Cn�S .zi/ D z�

p
Cn�S

�
zp0

1.zi/
� (..b)
D zp1 B z�

p
Cn.zi/ D zp1

�
zi B �

p
Cn

�
(..a)
D zp1

�
z

pi

nC1
� zi

�
D z

pi

nC1
� zi

(..a)
D �[

CnC1�S

�
t
pi

nC1
˝ ti

�
(..a)
D �[

CnC1�S
B �A.ti/

(..d)
D z�X .zi/

Nach Korollar .. ist �X durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt, und daher ist
�X D �

p
Cn�S . Analog folgt eX D eCn�S , denn für i D 1; :::; n gilt:

zeCn�S .zi/ D zeCn�S

�
zp0

1.zi/
� (..b)
D zp1 B eCn.zi/ D zp1

�
zi B eCn

�
D zp1.0/ D 0 D eA.ti/ D �[S B eA.ti/

(..d)
D zeX .zi/ �

Ein komplex analytischer Kegel X über S heißt darstellbar, wenn es für alle s 2 S

eine Umgebung U von s und ein p 2 Nn gibt, so dass die Restriktion von X auf
��1.U / isomorph zu einem Unterkegel des trivialen komplex analytischen Kegels
über U vom Typ p ist.

S ... Jeder komplex analytische Kegel über S ist darstellbar.

Beweis. Sei X ein komplex analytischer Kegel über S . Nach Theorem .. kön-
nen wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass X D Specan.A/ ist.
Da es sich um eine lokale Aussage handelt, können wir außerdem annehmen, dass
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AX ' OS Œt1; :::; tn�=J ist, wobei J ein von endlich vielen globalen Schnitten erzeugtes
Ideal ist. Wir haben dann einen OS -Algebraepimorphismus

' W OS Œt1; :::; tn� �!A ;

welcher durch pi WD deg ti WD deg'.ti/ zu einem Morphismus von graduierten OS -
Algebren wird. Nach Satz .. ist der zu OS Œt1; :::; tn� assoziierte komplex analytische
Kegel über S gegeben durch den trivialen komplex analytischen Kegel Cn � S über S

vom Typ p. Die Abbildung ' induziert somit einen Morphismus

Specan.'/ W X �!Cn
� S

von komplex analytischen Kegel über S , welcher nach Satz .. eine abgeschlossene
Einbettung ist. �

Als Korollar ergibt sich, dass komplex analytische Unterkegel des Cn algebraisch
sind:

K ... Es sei X ein komplex analytischer Kegel über einem reduzierten
Punkt. Dann gibt es ein p 2 Nn, so dass X isomorph zu einem Unterkegel des Cn mit
gewichteter Multiplikation vom Typ p ist, welcher durch endlich viele quasi-homogene
Polynome vom Typ p definiert wird.

.. Die Garbe der homogenen Schnitte eines Produktes. Seien .X; �X / und
.Y; �Y / komplex analytische Kegel über S mit Multiplikationen �X und �Y . Dann
ist X �S Y zusammen mit der entsprechenden, durch �X und �Y induzierten Mul-
tiplikation (vgl. Abschnitt .) ein komplex analytischer Kegel über S . Nach Satz
.. haben wir natürliche Isomorphien X ' Specan.AX /, Y ' Specan.AY / und
X �S Y ' Specan.AX �S Y / von komplex analytischen Kegeln über S . Der natürliche
Isomorphismus

Specan
�
AX
˝OS

AY
�
�
�! Specan

�
AX

�
�S Specan

�
AY

�
ist nach Satz .. ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln über S . Wir er-
halten somit die folgenden natürlichen Isomorphien von komplex analytischen Kegeln
über S :

Specan
�
AX �S Y

�
' X �S Y ' Specan

�
AX

�
�S Specan

�
AY

�
' Specan

�
AX
˝OS

AY
�

Insbesondere haben wir einen natürlichen Isomorphismus AX˝OS
AY ��!AX �S Y von

OS -Kegelalgebren. Das folgende kommutative Diagramm verdeutlicht die Zusammen-
hänge zwischen den verschiedenen Abbildungen:

AX //
iX //

�1

����
��

��
��

��
�X

� OX

�X
� zp1

��
??

??
??

??
?

AX ˝OS
AY

�[
X�S Y

**

{�X�S Y

� // AX �S Y //
iX�S Y

// �
X �S Y
� OX �S Y

AY //
iY

//

�2

__??????????

�Y
� OY

�X
� zp2

??���������

(..a)
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.. Approximation von Schnitten. Sei P ein Polyzylinder im Cn. Dann lässt sich
jedes f 2 OP .P / durch homogene Polynome in der Topologie der kompakten Kon-
vergenz approximieren. Wir zeigen nun eine analoge Aussage für komplex analytische
Kegel über S . Die Topologie der kompakten Konvergenz wird dabei durch die ka-
nonische Topologie [TSR, HFSV] ersetzt und die Rolle der Polynome wird von den
homogenen Schnitten übernommen.

S ... Es sei X ein komplex analytischer Kegel über S und U�S offen. Dann
lässt sich in der kanonischen Topologie jedes f 2 OX .�

�1
X .U // eindeutig als konvergente

Reihe f D
P1

mD0 am mit Koeffizienten am 2 AX
m .U / darstellen.

Beweis. (a) Nehmen wir zunächst an, dass S abgeschlossener komplexer Unter-
raum eines Polyzylinders P und X Unterkegel eines trivialen komplex analytischen
Kegels über S vom Typ p ist. Es bezeichne ' W S ,! P und  W X ,! Cn � S die ka-
nonischen abgeschlossenen Einbettungen und j die Komposition .id � '/ B  . Dann
haben wir das folgende kommutative Diagramm:

X

j

��
//

 
//

�X

''OOOOOOOOOOOOOOO Cn � S //
id �'

//

�Cn�S

��

Cn � P

�Cn�P

��

S // '
// P

Kompositionen [CAS, .., S. ] und direkte Produkte [CAS, .., S. ] abge-
schlossener Einbettungen sind wieder abgeschlossene Einbettungen und daher ist j

eine abgeschlossene Einbettung. Nach Voraussetzung ist X ein komplex analytischer
Unterkegel von Cn � S und somit das folgende Diagramm kommutativ:

C �X
�X //

id � 

��

id � j

))

X

 

��

j

tt

C � .Cn � S/
�

p

Cn�S

D�
p

Cn � idS

//

id � .id �'/

��

Cn � S

id �'

��

C � .Cn � P /
�

p

Cn�P

D�
p

Cn � idP

// Cn � P

Folglich ist j W .X; 'B�X /,!Cn�P ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln
über P . Da Cn � P Steinsch ist [TSR, Kap. V, § , Satz , S. ], ist

zj W OCn�P .C
n
� P / �! OX .X /

surjektiv. Es gibt also ein F 2 OCn�P .Cn �P / mit zj .F / D f . Die Taylorentwicklung
von F konvergiert auf jeder kompakten Teilmenge normal gegen F [HFCM, I, Theo-
rem ., S. ]. Nach Umsortieren erhalten wir somit eine PotenzreihenentwicklungX

��0

F� z�
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von F mit Koeffizienten F� 2 OP .P /, welche in der Topologie der kompakten Kon-
vergenz konvergiert. Wir setzen nun:

Am WD

X
��0

�1p1C���C�npnDm

F� z�

Dann ist Am 2 ACn�P
m .P / und F D

P
�0 Am. Da j ein Morphismus von komplex

analytischen Kegeln über P ist, liegt die analytische Restriktion am WD zj .Am/ nach
Satz .. in AX

m .S/ � OX .X /. Wir erhalten somit, da zj stetig in der kanonischen
Topologie ist [TSR, Kap. V, § , Satz , S. ]:

f D zj .F / D zj

� X
m�0

Am

�
D

X
m�0

zj .Am/ D
X
m�0

am

(b) Betrachten wir nun den allgemeinen Fall. Nach Satz .. ist X darstellbar.
Es gibt daher eine offene Überdeckung fUigi2I von U , so dass Ui isomorph zu einem
abgeschlossenen komplexen Unterraum eines Polyzylinders und Vi WD ��1

X .Ui/ iso-
morph zu einem Unterkegel eines trivialen komplex analytischen Kegels über Ui vom
Typ pi ist. Gemäß (a) gibt es ai;m 2 AX

m .Ui/, so dass

fjVi
D

X
m�0

ai;m

in der kanonischen Topologie von OX .Vi/ ist. Ist OX ;s mit der Folgentopologie verse-
hen, so sind die Restriktionen �Vi

s W OX .Vi/! OX ;s für alle s 2 Ui stetig [TSR, Kap. V,
§ , Satz , S. ]. Wir erhalten somit:

fs D �Vi
s

�
fjVi

�
D �Vi

s

� X
m�0

ai;m

�
D

X
m�0

�Vi
s

�
ai;m

�
Diese Darstellung von fs als Reihe ist nach () von Satz .. für alle s 2 Ui eindeu-
tig. Ist Uij WD Ui \ Uj ¤ ;, so ist �Vi

s .ai;m/ D �
Vj
s

�
aj ;m

�
für alle s 2 Uij und daher

�
Vi

Uij

�
ai;m

�
D �

Vj
Uij

�
aj ;m

�
. Da homogene Schnitte nach Satz .. bereits durch ihre

Keime in den Punkten der Spitze eindeutig bestimmt sind, erhalten wir:

�
Vi

Vi \Vj

�
ai;m

�
D �

Vj
Vi \Vj

�
aj ;m

�
Das bedeutet, die ai;m stimmen auf den Durchschnitten der Überdeckung überein und
verkleben somit zu eindeutigen Schnitten am 2 AX

m .U /, so dass amjUi
D ai;m ist. �

K ... Es sei X ein komplex analytischer Kegel über S . Dann gilt für
die Garbe der homogenen Schnitte über U � S offen:

AX
m .U / D

n
f 2 OX

�
��1

X .U /
� ˇ̌
9� 2 C n f0; 1g W z��

X ;��1
X
.U /
.f / D �mf

o
Beweis. Ist f 2 AX

m .U /, so ist z��X ;��1
X
.U /.f / D �mf für alle � 2 C. Sei also

umgekehrt f 2 OX .�
�1
X
.U // und existiere � 2 Cnf0; 1g, so dass z��X ;��1

X
.U /.f / D �

mf

ist. Nach Satz .. haben wir eine eindeutige Reihendarstellung f D
P

k�0 ak mit
ak 2 AX

k
.U / und erhalten somit:X

�mak D �mf D z��
X ;��1

X
.U /
.f / D z��

X ;��1
X
.U /

� X
ak

�
D

X
z��

X ;��1
X
.U /
.ak/ D

X
�kak

Die Reihendarstellung von �mf ist eindeutig, und daher folgt durch Vergleich der
Koeffizienten ak D 0 für k ¤ m. �
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K ... Es seien X und Y komplex analytische Kegel über S mit Multi-
plikationen �X und �Y . Dann ist ein Morphismus f W X ! Y von komplexen Räumen
über S genau dann ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln über S , wenn ein
� 2 C n f0; 1g existiert, so dass das folgende Diagramm kommutativ ist:

X
��

X //

f

��

X

f

��

Y
��

Y

// Y

Beweis. ()) Sei f ein Morphismus von komplexen Räumen über S und � 2 C,
so dass ��Y B f D f B ��X ist. Aus Satz .. folgt zusammen mit Theorem ..,
dass f genau dann ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln über S ist,
wenn �X

�
zf .AY

m/�AX
m für alle m ist. Sei also U � S offen und a 2 AY

m.U /, dann gilt:

z��X ;��1
X
.U /

�
zf��1

Y
.U /.a/

�
D zf��1

Y
.U / B z�

�

Y;��1
Y
.U /
.a/

D zf��1
Y
.U /

�
�ma

�
D �m zf��1

Y
.U /.a/

Mit Korollar .. folgt somit, dass zf��1
Y
.U /.a/ 2 AX

m .U / ist.

(() Ist f ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln über S , so besagt
Satz .., dass ��Y B f D f B �

�
X für alle � 2 C ist. �



KAPITEL V

Die Dualität von linearen Räumen und
kohärenten Moduln

Wir zeigen in diesem Kapitel, dass die Kategorie der OS -Moduln dual zur Katego-
rie der linearen Räume über S ist. Wir folgen dabei nicht dem Originalbeweis von
F und P [Fis, Pri], sondern nutzen die bisher erhaltenen Ergebnisse
über komplex analytische Kegel über S . Grundlage hierfür ist der skizzierte Beweis
von A und M aus [AM].

§ . Komplex analytische Gruppen

Wir betrachten in diesem Paragraphen komplex analytische Gruppen und zeigen, dass
das analytische Spektrum einer endlich präsentierten OS -Bigebra eine komplex analy-
tische Gruppe über S ist.

.. Definition komplex analytischer Gruppen. Sei S ein komplexer Raum. Eine
komplex analytische Gruppe über S ist ein komplexer Raum .X; �X / über S zusam-
men mit einer funktoriellen Gruppenstruktur auf hX .T / für alle komplexen Räume
T über S . Das bedeutet, für alle komplexen Räume T über S ist hX .T / eine Grup-
pe, und die Addition auf hX .T / induziert einen funktorieller Morphismus hX ! hX .
Dies ist gleichbedeutend damit, dass hX .f / W hX .T /! hX .T

0/ für alle Morphismen
f W T !T 0 von komplexen Räumen über S ein Gruppenhomomorphismus ist. Ist die
Gruppenstruktur auf hX .T / für jeden komplexen Raum T über S abelsch, so nennen
wir X eine abelsche komplex analytische Gruppe über S .

Der folgende Satz zeigt, dass komplex analytische Gruppen über S auch mittels
kommutativer Diagramme definiert werden können:

S ... Ein komplexer Raum .X; �X / über S ist genau dann eine komplex
analytische Gruppe über S , wenn Morphismen ˛X W X �S X ! X , �X W X ! X und
eX W S!X von komplexen Räumen über S existieren, so dass die folgenden Diagramme
kommutativ sind:

X �S X �S X
˛X � idX //

idX �˛X

��

X �S X

˛X

��

X �S X
˛X

// X

(..a)

X �S X
�X � idX // X �S X

˛X

��

X �X

//

�X

OO

S eX

// X

(..b)
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X �S X
�X � id

// S �S X

eX � idX

��

X

�X

OO

X �S X
˛X

oo

(..c)

Der komplexe Raum .X; �X / ist genau dann eine komplex analytische abelsche Gruppe
über S , wenn zusätzlich zu den obigen Diagrammen das folgende Diagramm kommutativ
ist:

X �S X
� // X �S X

X
""

˛X

EEEEEEEEE ||
˛X

yyyyyyyyy
(..d)

Dabei bezeichnet � W X �S X !X �S X die Permutation der beiden Faktoren.

Beweis. [TCF, Theorem ., S. ] �

Bezeichnung. Wir nennen ˛X W X �S X!X die Addition, �X W X!X die Inversion
und eX W S !X die Identität der komplex analytischen Gruppe X .

.. Morphismen von komplex analytischen Gruppen. Seien X;Y komplex ana-
lytische Gruppen über S . Wir nennen einen Morphismus f W X ! Y von komplexen
Räumen über S einen Morphismus von komplex analytischen Gruppen über S , wenn
hf .T / W hX .T /! hY .T / für alle komplexen Räume T über S ein Gruppenhomomor-
phismus ist.

S ... Es seien X und Y komplex analytische Gruppen über S mit Additio-
nen ˛X und ˛Y . Ein Morphismus von komplexen Räumen über S ist genau dann ein
Morphismus von komplex analytischen Gruppen über S , wenn das folgende Diagramm
kommutativ ist:

X �S X
˛X //

f�f

��

X

f

��

Y �S Y
˛X

// Y

(..a)

Beweis. Die Aussage folgt mit Korollar .. (vgl. Beweis von Satz .. und
[TCF, Bemerkung zu Theorem ., S. ]). �

.. Die assoziierte Gruppe einer OS -Bigebra. Eine bikommutative OS -Bigebra
B ist eine (kommutative) OS -Algebra zusammen mit OS -Algebramorphismen
˛B W B! B ˝OS

B, �B W B! B und eB W OS ! B, so dass die folgenden Diagram-
me kommutativ sind (vgl. [MHA, II.., S. ]):

B˝OS
B˝OS

B oo
˛B ˝ idB

OO

idB ˝ ˛B

B˝OS
B

OO

˛B

B˝OS
B oo

˛B
B

(..a)
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B˝OS
B oo

�B ˝ idB
B˝OS

B
OO

˛B

B oo �B

��

�B

OS
oo

eB
B

(..b)

B˝OS
B oo

�B ˝ idB
OS ˝OS

B
OO

eB ˝ idB

B
��

�B

B˝OS
B//

˛B

(..c)

B˝OS
B

� // B˝OS
B

B

˛B

bbEEEEEEEEE ˛B

<<yyyyyyyyy

(..d)

Dabei bezeichnet � W B˝OS
B!B˝OS

B die Permutation der beiden Faktoren.
Wir nennen ˛B W B! B ˝B B die Koaddition, �B W B! B die Koinversion und

eB W B! OS die Koidentität der OS -Bigebra B. Da die Diagramme (..a)-(..d)
dual zu den Diagrammen (..a)-(..d) sind, erhalten wir somit:

S ... Es sei B eine endlich präsentierte bikommutative OS -Bigebra mit Ko-
addition ˛B W B!B˝B, Koinversion �B W B!B und Koeinheit eB W B!OS . Dann ist
.X; �X / WD Specan.B/ zusammen mit ˛X WD Specan.˛B/ W X ! X �S X als Addition,
�X WD Specan.�B/ W X ! X als Inversion und eX WD Specan.eB/ W S ! X als Einheit
eine komplex analytische abelsche Gruppe über S .

§ . Lineare Räume

Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis der Dualität von linearen Räumen und ko-
härenten Moduln unter der Verwendung des Axelsson-Magnusson Theorems ...
Wir beginnen mit der Definition von linearen Räumen und deren Morphismen. Im
Anschluss untersuchen wir die Garbe der homogenen Schnitte eines linearen Raumes
und zeigen, dass das analytische Spektrum der symmetrischen Algebra eines kohären-
ten OS -Moduln ein linearer Raum über S ist. Wir beweisen dann den Dualitätssatz
und zeigen als Anwendung die Darstellbarkeit von linearen Räumen.

.. Definition linearer Räume. Ein komplexer Raum X über S zusammen mit
einer funktoriellen hC�S .T /-Modulstruktur auf hX .T / für alle komplexen Räume T

über S heißt linearer Raum über S . Ist X ein linearer Raum, so ist X also insbesondere
eine komplex analytische abelsche Gruppe über S und ein komplex analytischer Kegel
über S .

S ... Ein komplexer Raum .X; �X / über S ist genau dann ein linearer Raum
über S , wenn es Morphismen ˛X W X �S X !X , �X W .C � S/�S X !X , eX W S!X

von komplexen Räumen über S gibt, so dass die folgenden Eigenschaften erfüllt sind:

() .X; �/mit ˛X als Addition, �.�1/
X
W X!X als Inversion und eX W S!X als Einheit

ist eine komplex analytische abelsche Gruppe über S , wobei �.�1/
X die elementweise

Multiplikation mit �1 bezeichnet (vgl. .).

() .X; �/ mit �X als Multiplikation und eX als Spitze ist ein komplex analytischer
Kegel über S .
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() Gruppen- und Kegelstruktur sind distributiv verträglich. Das heißt, die beiden fol-
genden Diagramme sind kommutativ:

.C � S/ �S X �S X //

idC�S �˛X

��

.C � S/ �S X �S .C � S/ �S X

�X ��X

��

.C � S/ �S X
�X

// X X �S X
˛X

oo

(..a)

.C � S/ �S .C � S/ �S X //

˛C�S � idX

��

.C � S/ �S X �S .C � S/ �S X

�X ��X

��

.C � S/ �S X
�X

// X X �S X
˛X

oo

(..b)

Beweis. Für () und () siehe Satz .. und Satz ... Die Aussage von () folgt
mit Korrollar .. aus den entsprechenden durch die funktorielle Modulstruktur ge-
gebenen kommutativen Diagrammen. �

.. Morphismen von linearen Räumen. Sind X;Y lineare Räume über S , so
heißt ein Morphismus f W X ! Y von komplexen Räumen über S ein Morphismus
von linearen Räumen über S oder kurz eine lineare Abbildung, wenn die Abbildung
hX .f / W hX .T /! hY .T / für alle komplexen Räume T über S eine hC�S .T /-lineare
Abbildung ist.

S ... Es seien X;Y lineare Räume über S mit Additionen ˛X ; ˛Y und Mul-
tiplikationen �X ; �Y . Ein Morphismus f W X ! Y von komplexen Räumen über S ist
genau dann ein Morphismus von linearen Räumen über S , wenn die beiden folgenden
Diagramme kommutativ sind:

X �S X
˛X //

f�f

��

X

f

��

Y �S Y
˛Y

// Y

(..a)

.C � S/ �S X
�X //

id �f

��

X

f

��

.C � S/ �S Y
�Y

// Y

(..b)

Beweis. Folgt aus Satz .. und Satz ... �

.. Die Garbe der homogenen Schnitte eines linearen Raumes. Sei X ein linea-
rer Raum über S . Fassen wir X �S X als komplex analytischen Kegel über S mit der
entsprechenden durch die Multiplikation auf X induzierten Multiplikation auf (vgl.
Abschnitt .), so besagt das erste Distributivgesetz (..a) gerade, dass die Abbil-
dung ˛X W X!X �S X ein Morphismus von komplex analytischen Kegeln über S ist.
Nach Satz .. gibt es somit einen Morphismus {̨X W AX !AX �S X von OS -Kegel-
algebren. Durch Komposition mit dem Isomorphismus {�X �S X (vgl. ..a) erhalten
wir einen Morphismus ˛AX W AX ! AX ˝OS

AX , so dass das folgende Diagramm
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kommutativ ist:

AX

˛AX

!!
{̨X //

iX
��

AX �S X oo
{�X�S X

iX�S X

��

AX ˝OS
AX

�[
X�S X

��

�X
� OX

�X
� z̨X

// �
X �S X
� OX �S X �

X �S X
� OX �S X

(..a)

S ... Es sei X ein linearer Raum über S und s 2 S gegeben. Bezeichnet
˛AX W AX !AX ˝OS

AX den durch die Addition induzierten Morphismus von OS -Ke-
gelalgebren, und ist am 2 AX

m;s sowie

˛AX;s.am/ D

mX
iD0

X
j

bi;j ˝ cm�i;j 2

mM
iD0

AX
i;s ˝OS;s

AX
m�i;s„ ƒ‚ …

D

�
AX

s ˝OS;s
AX

s

�
m

; (..b)

so gilt für i D 0; :::;m: X
j

bi;j � cm�i;j D

�
m

i

�
am (..c)

Beweis. Aus dem zweiten Distributivgesetz ..b erhalten wir das folgende kom-
mutative Diagramm von OS -Kegelalgebren:

OS Œt �˝OS
OS Œt �˝OS

AX oo
�0

AX

OO

˛OS Œt�
˝ idAX

OS Œt �˝OS
AX ˝OS

OS Œt �˝OS
AX

OO

�AX ˝�AX

OS Œt �˝OS
AX oo

�AX
AX AX ˝OS

AX//
˛AX

Für die rechte Seite ergibt sich:

�0

AX;s
B .�AX;s ˝ �AX;s/ B ˛AX;s.am/

(..b)
D �0

AX;s
B �AX;s ˝ �AX;s

� mX
iD0

X
j

bi;j ˝ cm�i;j

�
(..a)
D �0

AX;s

� mX
iD0

X
j

t i
˝ bi;j ˝ tm�i

˝ cm�i;j

�

D

mX
iD0

X
j

t i
˝ tm�i

˝ bi;j � cm�i;j

Die linke Seite ergibt:

˛OS Œt �;s ˝ idAX;s B �AX;s.am/
(..a)
D ˛OS Œt �;s ˝ idAX;s

�
tm
˝ am

�
(..b)
D

�
t ˝ 1C 1˝ t

�m
˝ am D

mX
iD0

�
m

i

�
t i
˝ tm�i

˝ am

Durch Vergleich der Koeffizienten folgt somit die Aussage. �



60 V. DIE DUALITÄT VON LINEAREN RÄUMEN UND KOHÄRENTEN MODULN

K ... Es sei X ein linearer Raum über S und s 2 S gegeben. Bezeich-
net ˛AX W AX !AX ˝OS

AX den durch die Addition induzierten Morphismus von OS -
Kegelalgebren, dann gilt für U � S offen und alle a1 2 AX

1
.U /:

˛AX .a1/ D a1 ˝ 1C 1˝ a1 (..d)

Beweis. Sei s 2 U und ˛AX;s.a1;s/ gegeben durch
P1

iD0

P
j bi;j ˝ c1�i;j . Dann

ergibt sich folgende Rechung:

˛AX;s.a1;s/
(..b)
D

� X
j

b0;j ˝ c1;j

�
C

� X
j

b1;j ˝ c0;j

�

D

� X
j

1˝ b0;j � c1;j

�
C

� X
j

b1;j � c0;j ˝ 1

�
(..c)
D 1˝

� X
j

b0;j � c1;j

�
„ ƒ‚ …

Da1;s

C

� X
j

b1;j � c0;j

�
„ ƒ‚ …

Da1;s

˝1 �

K ... Es sei X ein linearer Raum über S und m � 1. Bezeichne
�m W AX

m�1 ˝OS
AX

1 ! AX
m die kanonische Abbildung am�1 ˝ a1 7! am�1 � a1 und

�m die Komposition

AX
m

˛AX

��������!

mM
iD0

AX
i ˝OS

AX
m�i

pm�1
��������! AX

m�1 ˝OS
AX

1 ;

wobei die rechte Abbildung die Projektion auf den .m� 1/-ten Summanden multipliziert
mit 1

m
bezeichnet. Dann ist �m B�m D idAX

m
, und insbesondere gilt für m � 1:

AX
m D im�m D AX

m�1 �A
X
1

Ist s 2 S und a1 � � � am 2 AX
m;s mit ai 2 AX

1;s
und bezeichnet �i;j die Transposition,

welche i und j vertauscht, so gilt:

�m;s.a1 � � � am/ D
1

m

mX
iD1

a�i;m.1/ � � � a�i;m.m�1/ ˝ a�i;m.m/

Beweis. Sei s 2 S . Dann gilt für alle am 2 AX
m;s :

�m B pm�1 B ˛AX;s

�
am

� (..b)
D �m B pm�1

� mX
iD0

nX
jD1

bi;j ˝ cm�i;j

�

D �m

�
1

m

nX
jD1

bm�1;j ˝ c1;j

�
D

1

m

nX
jD1

bm�1;j � c1;j

(..c)
D

1

m

�
m

m � 1

�
am D am



§ 14. LINEARE RÄUME 61

Für a1 � � � am 2 AX
m;s mit ai 2 AX

1;s gilt:

�m;s

�
a1 � � � am

�
D pm�1 B ˛AX;s

�
a1 � � � am

�
D pm�1

� mY
iD1

˛AX;s.ai/

�
(..d)
D pm�1

� mY
iD1

�
ai ˝ 1C 1˝ ai

��

D
1

m

mX
iD1

a�i;m.1/ � � � a�i;m.m�1/ ˝ a�i;m.m/ �

Nach Satz .. ist AX
1 ein kohärenter OS -Modul. Somit erhalten wir, indem wir

ƒ.T / D AT
1

für lineare Räume T über S undƒ.f / D Lf1 für Morphismen f W T!T 0

von linearen Räumen über S setzen, einen kontravarianten Funktor von der Kategorie
der linearen Räume über S in die Kategorie der kohärenten OS -Moduln.

S ... Es sei X ein linearer Raum über S . Dann ist durch den OS -Algebra-
morphismus

 W

(
S
�
AX

1

�
�! AX

a1� � � � � am 7! a1 � � � am

ein natürlicher Isomorphismus von OS -Kegelalgebren definiert, wobei S
�
AX

1

�
die symme-

trische Algebra von AX
1 bezeichnet.

Beweis. Aus Korollar .. folgt, dass  graduiert und surjektiv ist. Wir zeigen,
dass  zusätzlich injektiv ist. Sei dazu s 2 S und

J D

M
m�0

Jm WD ker s :

Dann gilt J0 D J1 D 0. Nehmen wir also an, dass Jm�1 D 0 ist. Bezeichnet �i;j

die Transposition, welche i und j vertauscht, und Sm die Symmetrische Gruppe der
Ordnung m, dann sind die Abbildungen

p W

8̂̂<̂
:̂

Sm
�
AX

1;s

�
�! Sm�1

�
AX

1;s

�
˝OS;s

AX
1;s

a1� � � � � am 7!
1

m

mX
iD1

a�i;m.1/� � � � � a�i;m.m�1/ ˝ a�i;m.m/

q W

8̂̂<̂
:̂

Sm�1
�
AX

1;s

�
˝OS;s

AX
1;s
�! Sm

�
AX

1;s

�
a1� � � � � am�1 ˝ am 7!

1

m!

X
�2Sm

a�.1/ � � � � � a�.m/

wohldefiniert, und wir erhalten das folgende kommutative Diagramm (vgl. Korollar
..):

Sm
�
AX

1;s

� p
//

 m;s

��

id

%%

Sm�1
�
AX

1;s

�
˝OS;s

AX
1;s

q
//

 m�1;s˝ id
��

Sm
�
AX

1;s

�
 m;s

��

AX
m;s �m

//

id

::
AX

m�1;s ˝OS;s
AX

1;s �m

// AX
m;s
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Bezeichnet � W Jm�1 ,!AX
m�1;s die kanonische Inklusion, so ergibt sich:

Jm D q B p
�
Jm

�
� q

�
ker m�1;s˝ id

�
D q

�
im �˝ id

�
D q

�
�˝ id

�
Jm�1˝AX

1;s

��
D 0

Es bleibt die Natürlichkeit der Isomorphie zu zeigen. Dazu ist für Morphismen
f W T !T 0 von linearen Räumen über S die Kommutativität des folgenden Diagram-
mes nachzuweisen:

S
�
AT

1

�  T //

OO

SBƒ.f /DS. Lf1/

AT
OO

‰.f /D Lf

S
�
AT 0

1

�
 T 0

// AT 0

Für homogene Elemente vom Grad � 1 ist das Diagramm trivialerweise kommutativ.
Da sich homogene Elemente vom Grad � 2 eindeutig als Summe von Produkten von
homogenen Elementen vom Grad 1 darstellen lassen, folgt die Kommutativität des
Diagrammes. �

K ... Es sei X ein linearer Raum über S . Dann ist der durch die Addi-
tion induzierte Morphismus von OS -Kegelalgebren gegeben durch:

˛AX W

(
AX �! AX ˝OS

AX

a1 � � � am 7!
Qm

iD1.ai ˝ 1C 1˝ ai/

K ... Es sei X ein linearer Raum über S . Dann ist AX zusammen
mit ˛AX W AX ! AX ˝OS

AX als Koaddition und eAX W AX ! OS als Koeinheit eine
bikommutative graduierte OS -Bigebra, und  W S.AX

1 /! AX ist ein Morphismus von
bikommutativen graduierten OS -Bigebren.

.. Der assoziierte lineare Raum eines OS -Modul. Sei S ein komplexer Raum
und E ein kohärenter OS -Modul. Dann ist die symmetrische Algebra S.E/ von E nach
Satz .. eine OS -Kegelalgebra. Wir definierten Abbildungen wie folgt:

˛S.E/ W

(
S.E/ �! S.E/˝OS

S.E/

a1 � � � � � am 7!
Qm

iD1.ai ˝ 1C 1˝ ai/
(..a)

�S.E/ W

(
S.E/ �! OS Œt �˝OS

S.E/

a1 � � � � � am 7! tm ˝ a1 � � � � � am

(..b)

eS.E/ W

8̂<̂
:

S.E/ �! OS

a1 � � � � � am 7!

(
1 falls m D 0;

0 sonst

(..c)

Die Abbildungen ˛S.E/ und eS.E/ sind die kanonische Komultiplikation und die
kanonische Koeinheit, welche auf S.E/ die Struktur einer bikommutativen graduierten
OS -Bigebra definieren [BA, III, § ., Examples (), S. ].

S ... Es sei E ein kohärenter OS -Modul. Dann ist .X; �X / WD Specan.S.E//
zusammen mit den Abbildungen ˛X WD Specan

�
˛S.E/

�
W X�S X!X als Addition,�X WD

Specan
�
�S.E/

�
W .C�S/�S X!X als Multiplikation und eX WD Specan

�
eS.E/

�
W S!X

als Einheit ein linearer Raum über S .
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Beweis. Sei �S.E/ WD z�
.�1/

S.E/ , dann gilt (vgl. (..a)):

�S.E/ W

(
S.E/ �! S.E/

a1 � � � � � am 7! .�1/m � a1 � � � � � am

Da die Diagramme (..a) - (..d) kommutativ sind, definieren die Abbildungen
˛S.E/, �S.E/ und eS.E/ die Struktur einer bikommutativen OS -Bigebra auf S.E/. Nach
Satz .. ist X zusammen mit ˛X als Addition,

�
.�1/
X

.
D Specan

�
�
.�1/

S.E/

�
D Specan

�
�S.E/

�
als Inversion und eX als Einheit eine abelsche komplex analytische Gruppe über S und
nach Satz .. zusammen mit �X als Multiplikation und eX als Spitze ein komplex
analytischer Kegel über S . Gemäß Satz .. bleibt somit zu zeigen, dass Gruppen-
und Kegelstruktur distributiv verträglich sind. Betrachten wir dazu die beiden folgen-
den Diagramme:

OS Œt �˝OS
S.E/˝OS

S.E/ oo
�0

OS Œt�

OO

idOS Œt�
˝˛S.E/

OS Œt �˝OS
S.E/˝OS

OS Œt �˝OS
S.E/

OO

�S.E/˝�S.E/

OS Œt �˝OS
S.E/ oo

�S.E/
S.E/ S.E/˝OS

S.E///
˛S.E/

OS Œt �˝OS
OS Œt �˝OS

S.E/ oo
�0

S.E/

OO

˛OS Œt�
˝ idS.E/

OS Œt �˝OS
S.E/˝OS

OS Œt �˝OS
S.E/

OO

�S.E/˝�S.E/

OS Œt �˝OS
S.E/ oo

�S.E/
S.E/ S.E/˝OS

S.E///
˛S.E/

Um die Kommutativität der Diagramme zu zeigen, reicht es, homogene Elemente vom
Grad 1 zu betrachten [BA, III, § ., Proposition , S. ]. Sei also s 2 S und a1 2

S1.E/, dann gilt:

�0
OS Œt �;s

B �S.E/;s ˝ �S.E/;s B ˛S.E/;s
�
a1

�
D �0

OS Œt �;s
B �S.E/;s ˝ �S.E/;s

�
a1 ˝ 1C 1˝ a1

�
D �0

OS Œt �;s

�
t ˝ a1 ˝ 1˝ 1C 1˝ 1˝ t ˝ a1

�
D t ˝ a1 ˝ 1C t ˝ 1˝ a1 D t ˝

�
a1 ˝ 1C 1˝ a1

�
D idOS Œt �;s ˝ ˛S.E/;s

�
t ˝ a1

�
D idOS Œt �;s ˝ ˛S.E/;s B �S.E/;s

�
a1

�
�0

S.E/;s B �S.E/;s ˝ �S.E/;s B ˛S.E/;s
�
a1

�
D �0

S.E/;s

�
t ˝ a1 ˝ 1˝ 1C 1˝ 1˝ t ˝ a1

�
D

�
t ˝ 1˝ a1 C 1˝ t ˝ a1

�
D

�
t ˝ 1C 1˝ t

�
˝ a1

D ˛OS Œt �;s ˝ idS.E/;s
�
t ˝ a1

�
D ˛OS Œt �;s ˝ idS.E/;s B �S.E/;s

�
a1

�
Mit Satz .. folgt nun die Kommutativität der Diagramme (..a) und (..b). �

K ... Es sei X ein linearer Raum über S . Dann ist Z WD Specan.AX /

zusammen mit den Abbildungen ˛Z WD Specan.˛AX / W Z�S Z!Z als Addition, �Z WD

Specan.�AX / W .C�S/�S Z!Z als Multiplikation und eZ D Specan.eAX / W S!Z als
Einheit ein linearer Raum über S , und die Abbildung Specan. / W Z ��!Specan

�
S
�
AX

1

��
ist ein natürlicher Isomorphismus von linearen Räumen über S .
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S ... Es sei ' W F ! E ein Morphismus von kohärenten OS -Moduln. Dann
ist Specan.S.'// W Specan.S.E//!Specan.S.F // ein Morphismus von linearen Räumen
über S .

Beweis. Anhand der Definitionen (..a) und (..b) von ˛S.E/ und �S.E/ sehen
wir, dass die beiden folgenden Diagramme kommutativ sind:

S.E/˝OS
S.E/ oo

˛S.E/

OO

S.'/˝ S.'/

S.E/
OO

S.'/

S.F /˝OS
S.F / oo

˛S.F /
S.F /

OS Œt �˝OS
S.E/ oo

�S.E/

OO

id ˝ S.'/

S.E/
OO

S.'/

OS Œt �˝OS
S.F / oo

�S.F /
S.F /

Mit Satz .. folgt nun die Kommutativität der Diagramme (..a) und (..b). �

Wir erhalten folglich, indem wir V.E/ D Specan.S.E// für kohärente OS -Mo-
duln E und V.'/ D Specan.S.'// W Specan.S.E 0//! Specan.S.E// für Morphismen
' W E!E 0 von kohärenten OS -Moduln setzen, einen kontravarianten Funktor von der
Kategorie der kohärenten OS -Moduln in die Kategorie der linearen Räume über S .

.. Das Fischer-Prill Theorem. Sei .X; �X / ein linearer Raum über S . Für
U � S offen bezeichne XjU den komplexen Unterraum

�
��1

X .U /;OX j��1
X
.U /

�
. Wir set-

zen für U � S offen:

LX .U / WD
n
f 2 HomU

�
XjU ;C � U

�
W f linear

o
Dann definiert U 7! LX .U / zusammen mit den kanonischen Restriktionsabbildun-
gen eine Prägarbe LX von Mengen auf S . Wir nennen LX die Garbe der Linearformen
von X . Diese Bezeichnung wird gerechtfertigt durch den nächsten Satz:

S ... Es sei .X; �X / ein linearer Raum. Dann induziert der funktorielle Iso-
morphismus ˇ�;1=S W hC�S

�
�! F�;1=S eine Bijektion

LX �
�!AX

1 ;

welche die Struktur eines kohärenten OS -Modul auf LX induziert. Sind '1; '2 2

LX .U /, so ist die Addition gegeben durch:

'1 C '2 WD ˛C�U B '1 � '2 B�XjU

Ist ' 2 LX .U /, � 2 OS .U /, und bezeichnet ` W U ! C � U die durch � induzierte
Abbildung, so ist die Multiplikation gegeben durch:

� � ' WD �C�U B
�
` B �XjU

� '
�
B�XjU

Beweis. Sei U � S offen und ' 2 HomU .XjU ;C � U /. Aufgrund von (..b) ist
das Diagramm (..b) genau dann für ' kommutativ, wenn

C' B �XjU
.z/ D A�C�U B .idXjU

� '/.z/

ist. Nun gilt für a WD Œˇ�;1=S .XjU /�.'/ D z'.z/ einerseits

C' B �XjU
.z/ D z�XjU

B z'.z/ D z�XjU
.a/ ;
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und andererseits

A�C�U B .idXjU
� '/.z/ D CidXjU

� ' B z�C�U .z/
(..a)
D CidXjU

� '.z˝ z/

D z˝ z'.z/ D z˝ a :

Wir sehen somit, dass das Diagramm (..b) genau dann kommutativ ist, wenn
z�XjU

.a/ D z ˝ a, das heißt wenn a 2 AX
1 .U / ist. Sei nun a 2 AX

1 .U / und
' WD Œˇ�1

�;1=S
.XjU /�.a/ die durch a induzierte Abbildung. Dann gilt:

G˛C�U B .' � '/.z/ D A' � ' B z̨C�U .z/
(..b)
D A' � '.z˝ 1C 1˝ z/

D z'.z/˝ 1C 1˝ z'.z/ D a˝ 1C 1˝ a
(..d)
D z̨XjU

.a/

D z̨XjU
B z'.z/ D C' B ˛XjU

.z/

Mit (..b) folgt, dass das Diagramm (..a) kommutativ ist, und somit ' ein Mor-
phismus von linearen Räumen über S ist.

Es bleibt somit zu zeigen, dass die durch den funktoriellen Isomorphismus
LX ��!AX

1 induzierte OS -Modulstruktur mit der oben angegebenen übereinstimmt:

C'1 C '2 .z/ D D˛C�U B .'1 � '2/ B�XjU
.z/

D z�XjU
B B'1 � '2 B z̨C�U .z/

(..b)
D z�XjU

B B'1 � '2.z˝ 1C 1˝ z/

D z�XjU

�
'1.z/˝ 1C 1˝ '2.z/

�
D z�XjU

.a1 ˝ 1C 1˝ a/

D a1 C a2

A� � ' .z/ D G�C�U B .` B �XjU
� '/ B�XjU

.z/

D z�XjU
B E` B �XjU

� ' B z�C�U .z/
(..a)
D z�XjU

B E` B �XjU
� '.z˝ z/

D z�XjU

�
z�XjU

B z̀.z/˝ z'.z/
�
D z�XjU

�
z�XjU

.�/˝ a
�

D z�XjU
.�/ � a

def.
D � � a �

Insbesondere erhalten wir einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der
linearen Räume über S in die Kategorie der kohärenten OS -Moduln, indem wir
L.T / D LT für lineare Räume T über S setzen und L.f / W LT 0

! LT für Mor-
phismen f W T ! T 0 von linearen Räumen über S wie folgt definieren:

L.f /U W

(
LT 0

.U / �! LT .U /

� 7! � B fjU

U � S offen, (..a)

K ... Sei X ein linearer Raum über S . Dann sind die Funktoren L und
ƒ isomorph.

Beweis. Nach Satz .. ist L.T / ' ƒ.T / für komplexe Räume T über S . Es
bleibt somit die Natürlichkeit der Isomorphie zu zeigen. Das heißt, für U �S offen ist
die Kommutativität des folgenden Diagrammes nachzuweisen:

LT .U /
ˇ�;1=U .T /

// AT
1
.U /

LT 0

.U /
ˇ�;1=U .T

0/

//

L.f /U

OO

AT 0

1 .U /

ƒ.f /U D Lf1;U

OO
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Sei also � 2 LT 0

.U /, dann gilt:

ˇ�;1=U .T / B L.f /U .�/
(..a)
D Œˇ�;1=U .T /�.� B fjU /

(..b)
D B� B fjU .z/

D efjU B
z�.z/ D zf��1

T 0 .U /

�
z�.z/

� (..a)
D LfU

�
z�.z/

�
D Lf1;U

�
z�.z/

�
(..b)
D Lf1;U B Œˇ�;1=U .T

0/�.�/ �

T .. (Fischer-Prill). Es sei S ein komplexer Raum. Der Funktor
V W E  Specan

�
S.E/

�
von der Kategorie der kohärenten OS -Moduln in die Katego-

rie der linearen Räume über S ist eine Antiäquivalenz von Kategorien. Quasi-Inverse zu
V sind gegeben durch die Funktoren L W X  LX und ƒ W X  AX

1
.

Beweis. Sei E ein kohärenter OS -Modul. Dann ist X WD V.E/ nach Satz .. ein
linearer Raum über S . Gemäß Satz .. haben wir einen natürlichen Isomorphis-
mus von OS -Kegelalgebren {�X W S.E/ ��! AX . Durch Restriktion auf die homogenen
Elemente vom Grad 1 erhalten wir einen Isomorphismus von OS -Moduln wie folgt:

E D S1.E/ ��!AX
1 D ƒ.V.E//

Dieser ist natürlich in E und induziert einen funktoriellen Isomorphismus zwischen
dem Identitätsfunktor der Kategorie der kohärenten OS -Moduln und dem Funktor
ƒ B V, denn für Morphismen ' W E ! E 0 von kohärenten OS -Moduln folgt aus der
Kommutativität von (..d) die Kommutativität des folgenden Diagrammes:

E D S1.E/
{�X;1

//

'DS1.'/

��

S1.AX
1 / D AX

1 D ƒ B V.E/

ƒBV.'/D {f1
��

E 0 D S1.E 0/
{�X 0;1

// S1.AX 0

1
/ D AX 0

1
D ƒ B V.E 0/

Dabei bezeichnen X WD V.E/ und X 0 WD V.E 0/ die assoziierten linearen Räume über
S und f WD V.'/ die zu ' assoziierte Abbildung.

Sei umgekehrt .X; �X / ein linearer Raum über S mit Addition ˛X und
.X 0; �X 0/ WD Specan

�
AX

�
. Nach Korollar .. ist X 0 ein linearer Raum über S ,

wobei die Addition gegeben ist durch ˛X 0 WD Specan.˛AX /. Gemäß Satz .. haben
wir einen Isomorphismus f W X �

�!X 0 von komplex analytischen Kegeln über S . Wir
zeigen, dass f linear ist. Das bedeutet, es ist für alle komplexen Räume T über S die
Kommutativität des oberen Rechtecks in dem folgenden Diagramm nachzuweisen:

hX �S X .T /
h˛X

.T /
//

hf�f .T /

��

hX .T /

hf .T /
��

hX 0�S X 0.T /
h˛X 0 .T /

//


AX ˝OS
AX .T / o

��

hX 0.T /


AX .T /o

��

GAX ˝OS
AX .T /

G˛
AX

// GAX .T /
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Wir zeigen dazu die Kommutativität des äußeren Rechtecks. Betrachten wir jedoch
zunächst das folgende kommutative Diagramm:

AX
uu

iX

))

�1 //

�[
X 0

��

AX ˝OS
AX

�[
X 0�S X 0

��

AX ))

iX

uu

�2oo

�[
X 0

��

�X 0

� OX 0

�X 0

� zp0
1 //

�X 0

�
zf
��

�
X 0�S X 0

� OX 0�S X 0

�
X 0�S X 0

�
ef�f

��

�X 0

� OX 0

�X 0

� zp0
2oo

�X 0

�
zf

��

�X
� OX

�X
� zp1

// �
X �S X
� OX �S X �X

� OX
�X

� zp2

oo

Anhand von (..a) folgt somit:

�
X 0�S X 0

�
Bf �S f B �

[
X 0�S X 0 D �[X �S X (..b)

Sei nun � 2 hX �S X .T /, dann ergibt sich die folgende Rechnung:�
G˛AX

B 
AX ˝OS
AX B hf�f .T /

��
�

�
D

�
G˛AX

B 
AX ˝OS
AX .T /

��
.f �S f / B �

�
(..b)
D

�
G˛AX

.T /
��
�

X 0�S X 0

�
F.f �S f / B � B �

[
X 0�S X 0

�
(..a)
D �

X 0�S X 0

�
F.f �S f / B � B �

[
X 0�S X 0 B ˛AX

D �
X �S X
�

z� B �
X 0�S X 0

�
Bf �S f B �

[
X 0�S X 0 B ˛AX

(..b)
D �

X �S X
�

z� B �[X �S X B ˛AX

(..a)
D �

X �S X
�

z� B �X
� z̨X B iX

(..a)
D �

X �S X
�

z� B �X
� z̨X B �

X 0

�
zf B �[X D �X 0

�
Df B ˛X B � B �

[
X 0

D
�

AX .T /

��
f B ˛X B �

�
D

�

AX B hf B h˛X

.T /
��
�

�
Die Abbildung f ist somit ein natürlicher Morphismus von linearen Räumen über S ,
und daher ist die Komposition

Specan. / B f W X �
�! Specan

�
S
�
AX

1

��
D V Bƒ.X /

nach Korollar .. ebenfalls ein natürlicher Isomorphismus von linearen Räumen
über S . Die Natürlichkeit der Isomorphie bedeutet dabei, dass für alle Morphismen
' W X ! Y von linearen Räumen über S das folgende Diagramm kommutativ ist.

X
f

�
//

'

��

Specan
�
AX

� Specan. X /

�
//

ˆB‰.'/DSpecan.{'/
��

Specan
�
S
�
AX

1

��
VBƒ.'/DSpecan.S.{'1//

��

Y g

� // Specan
�
AY

�
Specan. Y /

� // Specan
�
S
�
AY

1

��
Wir sehen somit, dass der Identitätsfunktor in der Kategorie der linearen Räume über
S isomorph zum Funktor V Bƒ ist. �

.. Triviale lineare Räume und Darstellbarkeit. Der Cn ist zusammen mit Ad-
dition und Multiplikation der kanonischen Vektorraumstruktur und dem Nullschnitt
eCn W f0g!Cn als Einheit ein linearer Raum über dem reduzierten Nullpunkt .f0g;C).
Ist S ein komplexer Raum, so erhalten wir durch Basiswechsel einen linearen Raum
Cn�S über S mit Addition ˛Cn�S WD ˛Cn � idS , Multiplikation �Cn�S WD �Cn � idS

und Einheit eCn�S WD eCn � idS , welchen wir als den trivialen n-dimensionalen linearen
Raum über S bezeichnen.
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S ... Ein linearer Raum X über S ist genau dann isomorph zum trivialen n-
dimensionalen linearen Raum über S , wenn AX

1
' O n

S
ist.

Beweis. Nach Satz .. reicht es, eine Richtung zu zeigen. Sei also X D Cn � S

der zu O n
S

assoziierte lineare Raum über S . Dann sind Multiplikation und Einheit von
X nach Satz .. gegeben durch die gewichtete Multiplikation vom Typ .1; :::; 1/
und dem Nullschnitt eCn�S . Es bleibt somit zu zeigen, dass Specan

�
˛S.O n

S
/

�
D ˛Cn�S

ist. Dies folgt aus Korollar .., denn für i D 1; :::; n gilt:

z̨Cn�S .zi/ D z̨Cn�S

�
zp0

1.zi/
�
D zp1 B z̨Cn.zi/ D zp1

�
zi B ˛Cn

�
D zp1

�
zi C ziCn

�
D zi C ziCn

D �[
C2n�S

�
ti ˝ 1C 1˝ ti

�
D �[

C2n�S
B ˛S.On

S
/.ti/ �

Ein linearer Raum X über S heißt darstellbar, wenn es für alle s 2 S eine Umge-
bung U von s und ein n 2 N gibt, so dass die Restriktion von X auf ��1.U / isomorph
zu einem linearen Unterraum des trivialen n-dimensionalen linearen Räumes über U

ist.

S ... Jeder lineare Raum über S ist darstellbar.

Beweis. Sei X ein linearer Raum über S . Nach Satz .. können wir ohne Ein-
schränkung der Allgemeinheit annehmen, dass X D Specan.S.E// ist, wobei E ein
kohärenter OS -Modul ist. Da es sich um eine lokale Aussage handelt und E kohärent
ist, können wir außerdem annehmen, dass es einen Epimorphismus

' W O n
S �! E

von OS -Modul gibt, so dass ker' von endlich vielen globalen Schnitten erzeugt wird.
Gemäß Satz .. ist Specan.O n

S / D Cn�S der triviale n-dimensionale lineare Raum
über S und S.'/ W S.O n

S
/! S.E/ ist epimorph [BA, III, § ., Proposition , S. ].

Die Abbildung ' induziert somit einen Morphismus

Specan.S.'// W X �!Cn
� S

von linearen Räumen über S , welcher nach Satz .. eine abgeschlossene Einbettung
ist. �
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